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ODWZOROWANIA TYPU PASCAL FINITE I HIPOTEZA
JAKOBIANOWA

El»bieta Adamus

Akademia Górniczo-Hutnicza im. Stanisªawa Staszica w Krakowie
esowa@agh.edu.pl

Niech k b¦dzie ciaªem algebraicznie domkni¦tym charakterystyki zero. Niech F =
(F1, . . . , Fn) : kn → kn b¦dzie odwzorowaniem wielomianowym i niech JF oznacza macierz
Jacobiego odwzorowania F . Hipoteza Jakobianowa mówi, »e je»eli det JF = const 6= 0,
to F jest globalnie odwracalne i odwzorowanie odwrotne równie» jest wielomianowe.

Celem referatu jest zaprezentowanie algorytmu, który dla zadanego automor�zmu
wielomianowego konstruuje odwzorowanie odwrotne. Maj¡c dane odwzorowanie wielo-
mianowe F ∈ K[X]n de�niujemy endomor�zm σF dany wzorem σF (P ) = P ◦ F , dla
dowolnego P ∈ K[X]n. Ponadto de�niujemy σF -derywacj¦ ∆F naK[X]n kªad¡c ∆F (P ) =
σF (P ) − P . Konstruujemy ci¡g odwzorowa« wielomianowych {Pk}, gdzie Pk ∈ K[X]n

jest postaci Pk = ∆k
F (Id). Wyró»niamy klas¦ odwzorowa« wielomianowych typu Pascal

�nite, dla których algorytm si¦ zatrzymuje, to znaczy istnieje m ∈ N takie, »e Pm = 0.
Podajemy równowa»n¡ wypowied¹ Hipotezy Jakobianowej przy u»yciu opisanego al-

gorytmu, jak równie» formuª¦ na odwzorowanie odwrotne do zadanego automor�zmu
wielomianowego, wykorzystuj¡c¡ sko«czon¡ liczb¦ wyrazów ci¡gu {Pk}.

[1] E. Adamus, P. Bogdan, T. Crespo and Z. Hajto, An e�ective study of polynomial maps,
Journal of Algebra and Its Applications, Vol. 16, No. 5 (2017).

[2] E. Adamus, P. Bogdan, Z. Hajto, An e�ective approach to Picard-Vessiot theory and the
Jacobian Conjecture, preprint (w recenzji) [arXiv:1506.01662].
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O DZIA�ANIACH GRUP SKO�CZONYCH NA PRZESTRZENIACH
TOPOLOGICZNYCH, W KTÓRYCH KA�DY ELEMENT GRUPY MA

PUNKT STA�Y

Czesªaw Bagi«ski

Politechnika Biaªostocka
c.baginski@pb.edu.pl

Dziaªanie sko«czonej grupyG homeomor�zmów zwartej przestrzeni topologicznejX na
X nazywamy dziaªaniem typu gpnf (Gilman purely non-freely), je±li ka»dy element grupy
G ma punkt staªy. Dowodzimy, »e dla ka»dej grupy G istnieje zwarta powierzchnia X,
na której dziaªanie G jest typu gpnf. Dla grup abelowych wyznaczamy minimalny rodzaj
powierzchni z dziaªaniem typu gpnf, co jest równoznaczne z okre±leniem minimalnej liczby
cyklicznych podgrup pokrywaj�acych G. Dla grup nieabelowych problem sprowadza si�e do
wyznaczenia minimalnej liczby podgrup cyklicznych, które pokrywaj�a G wraz ze swoimi
sprz�e»eniami. Przedstawiamy charakteryzacj�e takich grup, gdy liczba takich cyklicznych
podgrup nie przekracza trzech.

Prezentowane wyniki zostaªy uzyskane we wspóªpracy z G. Gromadzkim (Uniwersytet
Gda«ski) i R. Hidalgo (Universidad de La Frontera, Chile). Badania zostaªy zrealizowane
w ramach grantu NCN 2015/17/B/ST1/03235 oraz pracy S/WI/1/2014 (Politechnika
Biaªostocka) i s�nansowanej ze ±rodków na nauk�e MNiSW.
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WSPÓ�MIERNO�� W GRUPACH MORDELLA-WEILA
ROZMAITO�CI ABELOWYCH I TORUSÓW

Dorota Blinkiewicz

Uniwersytet im. Adama Mickiewicza w Poznaniu
dorota.blinkiewicz@amu.edu.pl

Badanie liniowej zale»no±ci punktów w grupach Mordella-Weila zapocz¡tkowaª artykuª
polskiego matematyka prof. Andrzeja Schinzla z 1975 roku [15]. Podaª on lokalne warunki
dla badania liniowej zale»no±ci punktów na jednowymiarowym torusie. A. Schinzel pokazaª
równie» kontrprzykªad do tego twierdzenia dla torusa dwuwymiarowego.

Nast¦pnie problem badania liniowej zale»no±ci punktów w grupach Mordella-Weila
torusów i rozmaito±ci abelowych byª zgª¦biany przez wielu autorów, byªy to m.in. nast¦pu-
j¡ce prace: [7](1997), [1](1998), [2](2003), [12](2003), [16](2003), [11](2004), [3](2005),
[5](2006), [6](2008), [8](2009), [10](2010), [13](2010), [4](2011), [9](2013), [14](2015).

Warto jednak zauwa»y¢, »e dotychczas nikt nie badaª wspóªmierno±ci podgrup grupy
Mordella-Weila poprzez homomor�zmy redukcji oraz w odniesieniu do wspomnianej po-
wy»ej liniowej zale»no±ci punktów.

W referacie omówimy lokalno-globalne wªasno±ci wspóªmierno±ci. Zastosujemy otrzy-
mane rezultaty do grup Mordella-Weila rozmaito±ci abelowych i torusów. Podamy przy-
kªady klas rozmaito±ci abelowych i torusów, dla których zachodz¡ lokalno-globalne wªas-
no±ci wspóªmierno±ci. W obu przypadkach poka»emy równie» przykªady klas rozmaito±ci
abelowych i torusów, dla których kryteria te nie s¡ speªnione. Przykªady te prowadz¡
bezpo±rednio do konstrukcji 1-motywów o ciekawych wªasno±ciach. Jest to praca wspólna
z prof. Grzegorzem Banaszakiem.

[1] G. Banaszak, Mod p logarithms log23 and log32 di�er for in�nitely many primes, Proceedings
of the Second Polish-Czech Conference on Number Theory, Annales Mathematicae Silesianae
12 (1998), 141�148.

[2] G. Banaszak, W. Gajda, P. Kraso«, A support problem for the intermediate Jacobians of
l-adic representations, Jour. of Number Theory 100 no. 1 (2003), 133�168.

[3] G. Banaszak, W. Gajda, P. Kraso«, Detecting linear dependence by reduction maps, Jour. of
Number Theory 115 (2005), 322�342.

[4] G. Banaszak, P. Kraso«, On arithmetic in Mordell-Weil groups, Acta Arithmetica 150 no. 4
(2011), 315�337.

[5] S. Bara«czuk, On reduction maps and support problem in K-theory and abelian varieties,
Jour. of Number Theory 119 (2006), 1�17.

[6] S. Bara«czuk, K. Górnisiewicz, On reduction maps for the ètale and Quillen K-theory of
curves and applications, J. K-Theory 2 no. 1 (2008), 103�122.

[7] C. Corralez-Rodrigáñez, R. Schoof, Support problem and its elliptic analogue, Jour. of Number
Theory 64 (1997), 276�290.

[8] W. Gajda, K. Górnisiewicz, Linear dependence in Mordell-Weil groups, J. Reine Angew.
Math. 630 (2009), 219�233.

[9] P. Jossen, Detecting linear dependence on a simple abelian variety via reduction maps, Com-
ment. Math. Helv. 88 (2013), 323�352.
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[10] P. Jossen, A. Perucca, A counterexample to the local-global principle of linear dependence
for Abelian varieties, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 348 no. 1 (2010), 9�10.

[11] C. Khare, D. Prasad, Reduction of homomorphisms mod p and algebraicity, Jour. of Number
Theory 105 (2004), 322�332.

[12] M. Larsen, The support problem for abelian varieties, Jour. of Number Theory 101 (2003),
398�403.

[13] A. Perucca, On the problem of detecting linear dependence for products of abelian varieties
and tori, Acta Arith. 142 (2010), 119�128.

[14] P. Rzonsowski, Linear relations and arithmetic on abelian schemes, Functiones et Approxi-
matio, 52.1 (2015), 83�107.

[15] A. Schinzel, On power residues and exponential congruences, Acta Arithmetica 27 (1975),
397�420.

[16] T. Weston, Kummer theory of abelian varieties and reductions of Mordell-Weil groups, Acta
Arith. 110 (2003), 77�88.
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EFEKTYWNE BADANIA AUTOMORFIZMÓW WIELOMIANOWYCH

Paweª Bogdan

Katedra Metod Efektywnych Algebry,
Wydziaª Matematyki i Informatyki Uniwersytetu Jagiello«skiego

bogdan@ii.uj.edu.pl

Teresa Crespo i Zbigniew Hajto w pracy [4] rozwa»aj¡ odwzorowania wielomianowe
o staªym jakobianie

F = (F1, . . . , Fn) : Kn → Kn, (1)

gdzie n jest liczb¡ naturaln¡, a K jest ciaªem algebraicznie domkni¦tym charakterystyki
zero. W [4] autorzy podali efektywne kryterium, które pozwala na sprawdzenie, czy
zadane odwzorowania wielomianowe s¡ automor�zmami wielomianowymi. W pracy [2]
autorzy upro±cili kryterium wro«skianowe zaproponowane przez Crespo i Hajto.

Kryterium wro«skianowe bada wªasno±ci rozszerzenia ciaª K(F1, . . . , Fn) ⊂
K(X1, . . . , Xn). Aby go efektywnie u»y¢, musimy rozstrzygn¡¢, czy funkcja
P ∈ K[X1, . . . , Xn] jest jednocze±nie elementem ciaªaK(F1, . . . , Fn). Mo»emy to wykaza¢,
korzystaj¡c z algorytmu Buchbergera, który wykorzystuje bazy Groebnera. Mo»emy
równie» zastosowa¢ algorytm opisany w [1].

W [1] przedstawione s¡ wªasno±ci wspomnianego algorytmu, przykªady wykorzysta-
nia i uzasadnienie poprawno±ci. W artykule [3] skupiono si¦ na technicznych aspektach
zwi¡zanych z algorytmem. Podaje si¦ jego implementacj¦, opisuje, jak komputer mo»e
operowa¢ na wielomianach wielu zmiennych i szacuje zªo»ono±¢ obliczeniow¡ (zde�niowan¡
jako maksymaln¡ ilo±¢ wykonanych przez algorytm podstawowych operacji) algorytmu.

W czasie referatu przedstawi¦ oszacowanie zªo»ono±ci przedstawione w [3], porównam
algorytm z [1] z algorytmami wykorzystuj¡cymi bazy Groebnera oraz omówi¦ granice
stosowalno±ci algorytmu z [1]. Przedstawione zostan¡ przykªady ilustruj¡ce zalety oma-
wianego podej±cia.

[1] E. Adamus, P. Bogdan, T. Crespo, Z. Hajto, An e�ective study of polynomial maps, Journal
of Algebra and Its Applications, Vol. 16, No. 5 (2016), DOI: http://dx.doi.org/10.1142/
S0219498817501419.

[2] E. Adamus, P. Bogdan, Z. Hajto, An e�ective approach to Picard-Vessiot theory and the
Jacobian Conjecture, submitted: https://arxiv.org/abs/1506.01662.

[3] P. Bogdan, Complexity of the inversion algorithm of polynomial mappings, Schedae Informat-
icae Vol. 25 (2016): 209�225, DOI: 10.4467/20838476SI.16.016.6197

[4] T. Crespo, Z. Hajto, Picard-Vessiot theory and the Jacobian Problem, Israel Journal of Math-
ematics, Vol. 186 (2012): 401-406.

http://dx.doi.org/10.1142/S0219498817501419
http://dx.doi.org/10.1142/S0219498817501419
https://arxiv.org/abs/1506.01662
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O PEWNYM NAWIASIE ALGEBRAICZNYM I JEGO ROLI
W RZUTOWYCH GEOMETRIACH CARTANA

Aleksandra Borówka

Instytut Matematyki, Uniwersytet Jagiello«ski
Aleksandra.Borowka@uj.edu.pl

Dla ka»dej z parabolicznych geometrii Cartana z przemiennym nilradykaªem mo»na
zde�niowa¢ pewien nawias algebraiczny indukowany przez nawias Liego. De�niuje on
klas¦ wszystkich koneksji niezmienniczych ze wzgl¦du na zadan¡ struktur¦. W referacie
opisz¦ sposób konstrukcji tego nawiasu. U»ywaj¡c jego wªasno±ci, poka»¦ prosty dowód
nietrywialnej zale»no±ci pomi¦dzy c-projektywn¡ i kwaternionow¡ geometri¡ Cartana.
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ROZK�ADALNE ROZMAITO�CI ABELOWE

Paweª Borówka

Instytut Matematyki, Uniwersytet Jagiello«ski
Pawel.Borowka@uj.edu.pl

Ogólna zespolona rozmaito±¢ abelowa z polaryzacj¡ gªówn¡ jest prosta, czyli nie za-
wiera nietrywialnych podrozmaito±ci abelowych. Zbiór rozkªadalnych rozmaito±ci abe-
lowych jako podzbiór przestrzeni moduli posiada niesko«czenie wiele skªadowych nieroz-
kªadalnych. Dyskretnym niezmiennikiem rozkªadalnej rozmaito±ci jest typ indukowanej
polaryzacji na podrozmaito±¢. Poka»emy, »e zbiór rozmaito±ci zawieraj¡cych podroz-
maito±¢ o ustalonym wymiarze i typie indukowanej polaryzacji jest nierozkªadalny
w przestrzeni moduli. Podamy równie» równania na przeciwobraz tego zbioru w górnej
póªprzestrzeni Siegela.
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WZORY CRAMERA DLA AUTOMORFIZMÓW WIELOMIANOWYCH

Szymon Brzostowski

Wydziaª Matematyki i Informatyki Uniwersytetu �ódzkiego
brzosts@math.uni.lodz.pl

Niech f : Cn → Cn b¦dzie automor�zmem wielomianowym. W trakcie referatu
przedstawimy metod¦ znajdowania automor�zmu odwrotnego f−1 b¦d¡c¡, wedle naszego
mniemania, naturalnym uogólnieniem szkolnych wzorów Cramera dla automor�zmów li-
niowych.
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KONSTRUKCJE CI�G�YCH ODWZOROWA� k-REGULARNYCH
PRZY U�YCIU SKO�CZONYCH SCHEMATÓW

Jarosªaw Buczy«ski

Instytut Matematyczny Polskiej Akademii Nauk
jabu@mimuw.edu.pl

Odwzorowanie ci¡gªe Rm → RN lub Cm → CN nazywamy k-regularnym, je±li obraz
dowolnej k-tki ró»nych punktów jest liniowo niezale»ny. Dla ustalonych liczb naturalnych
m i k Czebyszew oraz Borsuk pytali, jak znale¹¢ mo»liwie najmniejszeN takie, aby istniaªo
odwzorowanie k-regularne jak wy»ej. Metody topologii algebraicznej pozwalaj¡ oszacowa¢
N z doªu. W czasie wykªadu, u»ywaj¡c geometrii algebraicznej, przedstawi¦, jak mo»na
konstruowa¢ odwzorowania k-regularne. Powi¡»emy oszacowania górne na najmniejsze
mo»liwe N z wymiarem schematu Hilberta. Je±li m ≤ 2 lub k ≤ 9, to te obliczenia
s¡ konkretne i cz¦sto optymalne, natomiast dla dowolnych k i m podajemy oszacowania
górne.

Problem ten ma swoj¡ naturaln¡ interpretacj¦ w j¦zyku teorii interpolacji. Dla prze-
strzeni topologicznej X oraz przestrzeni liniowej V , odwzorowanie ci¡gªe X → V jest
k-regularne wtedy i tylko wtedy, gdy przestrze« dualna V ∗ zanurzona w przestrze« funkcji
ci¡gªych z X do ciaªa bazowego R lub C jest k-interpoluj¡ca, to znaczy, dla dowolnych k
ró»nych punktów x1, . . . , xk nale»¡cych do X oraz dowolnych warto±ci fi, istnieje funkcja
z V ∗, która przyjmuje warto±ci fi w punktach xi. Analogicznie mo»na interpolowa¢ funkcje
ci¡gªe o warto±ciach wektorowych i te same metody geometrii algebraicznej daj¡ ciekawe
wyniki o takich funkcjach.

[1] J. Buczy«ski, T. Januszkiewicz, J. Jelisiejew, M. Michaªek, Constructions of k-regular
maps using �nite local schemes, to appear in Journal of European Mathematical Society,
arXiv:1511.05707.

[2] M. Michaªek, C. Miller, Examples of k-regular maps and interpolation spaces,
arXiv:1512.00609.

[3] J. Buczy«ski, T. Januszkiewicz, praca w przygotowaniu.
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CI�GI AUTOMATYCZNE I NILROZMAITO�CI

Jakub Byszewski

Uniwersytet Jagiello«ski
jakub.byszewski@uj.edu.pl

Wielomiany uogólnione to funkcje, które mo»na zapisa¢ przy pomocy operacji alge-
braicznych oraz operacji podªogi. Wyniki Bergelsona�Leibmana wi¡»¡ wielomiany uogól-
nione z dynamik¡ na nilrozmaito±ciach. W referacie omówimy wyniki dotycz¡ce rzadkich
wielomianów uogólnionych, tzn. wielomianów uogólnionych, które przyjmuj¡ warto±ci nie-
zerowe wyª¡cznie na zbiorze g¦sto±ci zero. Uzyskane wyniki zastosujemy do pytania, które
ci¡gi automatyczne mog¡ zosta¢ zadane przez wielomiany uogólnione. W pracy wykorzy-
stujemy metody teorii ergodycznej, kombinatoryki addytywnej i teorii liczb.

Przedstawione wyniki s¡ oparte na wspólnej pracy z Jakubem Koniecznym (Oxford).

[1] J. Byszewski, J. Konieczny, Sparse generalised polynomials, arxiv.org/abs/1612.00073.

[2] J. Byszewski, J. Konieczny, Automatic sequences, generalised polynomials, and nilmanifolds,
arxiv.org/abs/1610.03900.
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PID, KTÓRY NIE JEST PIER�CIENIEM EUKLIDESA I KRZYWE
ELIPTYCZNE Z MNO�ENIEM ZESPOLONYM

Sªawomir Cynk

Instytut Matematyki, Uniwersytet Jagiello«ski
slawomir.cynk@uj.edu.pl

Pod koniec semestru letniego roku 1984 dr Kamil Rusek, wykªadowca przedmiotu
Algebra, zadaª mnie i moim kolegom (studentom I roku) zadanie:

Udowodni¢, »e pier±cie« Z
[
1+
√
−19
2

]
jest pier±cieniem ideaªów gªównych.

Dodaª ponadto informacj¦, »e pier±cie« ten nie jest pier±cieniem Euklidesa (z komenta-
rzem, »e jest to ªatwiejsze do udowodnienia). Liczba −19 jest jedn¡ z dziewi¦ciu liczb
Hegnera

−1,−2,−3,−7,−11,−19,−43,−67,−163,

czyli ujemnych liczb caªkowitych d, dla których liczba klas ciaªa kwadratowego Q(
√
d)

jest równa jeden. Powy»sza wªasno±¢ ma wiele geometrycznych konsekwencji, zwykle
zwi¡zanych z istnieniem krzywych eliptycznych z mno»eniem zespolonym.

Poza wspomnieniem o jednej z najsªynniejszych liczb �prawie caªkowitych� przedstawi¦
zastosowania do konstrukcji rozmaito±ci Calabi�Yau.

[1] S. Cynk, M. Schuett, Generalised Kummer constructions and Weil restrictions, J. Numb.
Theory vol. 129 (2009), 1965�1975.

[2] M. Gardner, (April 1975). Mathematical Games, Scienti�c American. Scienti�c American,
Inc. 232 (4): 127.
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TOPOLOGIA ZARISKIEGO I STRUKTURY TOPOLOGIZOWALNE

Joanna Dutka

Politechnika �l¡ska
joanna.dutka@polsl.pl

Struktur¦ A nazywamy topologizowaln¡, je±li istnieje niedyskretna topologia Haus-
dor�a na A, taka »e wszystkie funkcje z A s¡ ci¡gªe i wszystkie relacje z A s¡ domkni¦te
w odpowiednich pot¦gach A.

M.V. Kotov w [1] dowiódª twierdzenie anonsowane przez A.D. Taimanova w [2] � prze-
liczalna (uniwersalna) algebra A jest topologizowalna wtedy i tylko wtedy, gdy topologia
Zariskiego na A nie jest dyskretna.

W referacie zarysuj¦ szkic dowodu ogólniejszego twierdzenia, w którym nie zakªadamy
przeliczalno±ci struktury A i brak relacji. Dodatkowo poka»¦, »e w przypadku topologi-
zowalno±ci przeliczalnej struktury relacyjnej mo»na skonstruowa¢ niedyskretn¡ topologi¦
Hausdor�a tak, by byªa caªkowicie niespójna i metryzowalna.

[1] M.V. Kotov, On the topologizability of countable equationally Noetherian algebras, Algebra
and Logic 52, 105�115 (2013)(Russian).

[2] A.D. Taimanov, Topologization of countable algebras, Dokl. Akad. Nauk SSSR 243, 284�286
(1978).
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O STA�YCH WALDSCHMIDTA IDEA�ÓW

�ucja Farnik

Instytut Matematyczny Polskiej Akademii Nauk
lucja.farnik@gmail.com

W ostatnich latach asymptotyczne niezmienniki ideaªów byªy intensywnie badane.
Jednym z takich niezmienników jest staªa Waldschmidta, która jest asymptotycznym od-
powiednikiem stopnia pocz¡tkowego ideaªu. Sªynna hipoteza Nagaty mo»e by¢ wyra»ona
w nast¦puj¡cy sposób: na pªaszczy¹nie rzutowej staªa Waldschmidta ideaªu r > 9 punk-
tów w poªo»eniu bardzo ogólnym jest równa

√
r.

Omówi¦ znane ograniczenia na staª¡ Waldschmidta, nast¦pnie przedstawi¦ ograni-
czenie górne tej staªej za pomoc¡ asymptotycznego wielomianu Hilberta. Referat na
podstawie wspólnej pracy z M. Dumnickim i H. Tutaj-Gasi«sk¡ [1].

[1] M. Dumnicki, �. Farnik, H. Tutaj-Gasi«ska, Asymptotic Hilbert Polynomial and a bound for
Waldschmidt constants, Electron. Res. Announc. 23 (2016), 8�18.
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OSOBLIWO�CI GENERYCZNYCH ODWZOROWA�
WIELOMIANOWYCH P�ASZCZYZNY ZESPOLONEJ

Michaª Farnik

Instytut Matematyki, Uniwersytet Jagiello«ski
Michal.Farnik@gmail.com

Zbiór Ω(d1, d2) odwzorowa« wielomianowych C2 → C2 stopnia co najwy»ej (d1, d2)
posiada struktur¦ przestrzeni a�nicznej. Omówi¦ wªasno±ci generycznego odwzorowa-
nia F ∈ Ω(d1, d2), czyli nale»¡cego do pewnego niepustego otwartego w topologii Zari-
skiego podzbioru Ω(d1, d2). Opisz¦ zbiór punktów krytycznych C(F ) oraz dyskryminant
F (C(F )) odwzorowania F . Powiem o ich biwymierno±ci, o gªadko±ci C(F ) i o tym, »e
jedynymi osobliwo±ciami wyró»nika s¡ p¦tle i ostrza, oblicz¦ ich liczb¦ w zale»no±ci od d1
i d2.

Referat na podstawie wspólnej pracy z Z. Jelonkiem i M.A.S. Ruas [1].

[1] M. Farnik, Z. Jelonek, M.A.S. Ruas, E�ective Whitney theorem for complex polynomial map-
pings of the plane, preprint, arXiv:1503.00017v3 [math.AG].
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O KLASYFIKACJI NISKOWYMIAROWYCH ALGEBR LIEGO

Vasyl Fedorchuk

Instytut Matematyki, Uniwersytet Pedagogiczny im. Komisji Edukacji Narodowej w Krakowie;
Instytut Problemów Stosowanych Mechaniki i Matematyki im. Jarosªawa Pidstryhacza

Narodowej Akademii Nauk Ukrainy we Lwowie
fedorchuk@up.krakow.pl

Planuj�e omówi¢ niektóre wyniki dotycz�ace klasy�kacji niskowymiarowych (dimL ≤ 4)
algebr Liego oraz niskowymiarowych (dimL ≤ 4) niesprz�e»onych podalgebr algebry Liego
uogólnionej grupy Poincaré P (1, 4).

Klasy�kacja niskowymiarowych (dimL ≤ 4) niesprz�e»onych podalgebr algebry Liego
grupy P (1, 4) oraz wyniki z ni�a powi�azane zostaªy uzyskane wspólnie z Volodymyrem
Fedorchukiem.

[1] S. Lie, F. Engel, Theorie der Transformationsgruppen: In 3 Bd., Bd 1�3, Teubner, Leipzig,
1888, 1890, 1893.

[2] L. Bianchi, Lezioni sulla teoria dei gruppi continui �niti di trasformazioni, Spoerri, Pisa,
1918.

[3] G.M. Mubarakzyanov, On solvable Lie algebras (Russian), Izv. Vyssh. Uchebn. Zaved., Ser.
Mat. No. 1(32) (1963), 114�123.

[4] V.I. Fushchich, A.G. Nikitin, Symmetry of equations of quantum mechanics (Russian), Nauka,
Moscow, 1990. (English translation, published by Allerton Press, Inc., New York, 1994.)

[5] V.I. Fushchich, L.F. Barannik, A.F. Barannik, Subgroup analysis of Galilei and Poincaré
groups and the reduction of nonlinear equations (Russian), Naukova Dumka, Kiev, 1991.

[6] R.O. Popovych, V.M. Boyko, M.O. Nesterenko, M.W. Lutfullin, Realizations of real low-
dimensional Lie algebras, J. Phys. A. 36, (2003), 7337�7360.

[7] V.M. Fedorchuk, V.I. Fedorchuk, On classi�cation of the low-dimensional non-conjugate sub-
algebras of the Lie algebra of the Poincaré group P (1, 4) (Ukrainian), Proceedings of the
Institute of Mathematics of National Academy of Sciences of Ukraine 3, (2006), 302�308.

[8] V.M. Fedorchuk, V.I. Fedorchuk, Invariant operators for four-dimensional nonconjugate sub-
algebras of the Lie algebra of the Poincaré group P (1, 4) (Ukrainian), Mat. Metodi Fiz.-Mekh.
Polya. 53, (2010), 17�27; translation in J. Math. Sci. 181, (2012), 305�319.

[9] V. Fedorchuk, V. Fedorchuk, On Classi�cation of Symmetry Reductions for the Eikonal Equ-
ation, Symmetry 8, (2016), Art. 51, 32pp; doi:10.3390/sym8060051.
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PIER�CIE� WITTA PIER�CIENI DOPUSZCZALNYCH

Paweª Gªadki

Uniwersytet �l¡ski
pawel.gladki@us.edu.pl

Przedmiotem referatu jest przedstawienie nowej konstrukcji pier±cienia Witta pier-
±cieni dopuszczalnych. Pier±cienie dopuszczalne s¡ nowym typem algebr, których uni-
wersum jest cz¦±ciowym porz¡dkiem speªniaj¡cym pewien ogólny warunek zwarto±ci,
z którym dodawanie jest cz¦±ciowo kompatybilne, wszelako nie tworzy grupy abelowej,
lecz jedynie dopuszcza prawo lax-wymiany pozwalaj¡ce na cz¦±ciowe przenoszenie wyra-
zów z jednej strony nierówno±ci na drug¡. Kanoniczne przykªady pier±cieni dopuszczal-
nych otrzymujemy ze zwykªego pier±cienia, wyposa»aj¡c krat¦ jego wszystkich niepustych
podzbiorów w relacj¦ cz¦±ciowego porz¡dku przez inkluzj¦ oraz w dziaªania indukowane
z dziaªa« pier±cienia lub z hiperpier±cienia, tj. pier±cienia z wielowarto±ciowym dodawa-
niem, post¦puj¡c w analogiczny sposób. Okazuje si¦, »e na tak okre±lonych strukturach
mo»na przeprowadzi¢ konstrukcj¦ pier±cienia Witta form dwuliniowych. W przypadku,
gdy dany pier±cie« dopuszczalny pochodzi od ciaªa, jego pier±cie« Witta jest izomor�czny
z klasycznym pier±cieniem Witta, przy czym dyskutowana konstrukcja jest niezale»na od
charakterystyki wyj±ciowego ciaªa. Jest to wspólna praca z Krzysztofem Worytkiewiczem.
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O DU�YCH PODGRUPACH WOLNYCH GRANICY ODWROTNEJ
GRUP

Szymon Gª¡b

Instytut Matematyki, Politechnika �ódzka
szymon.glab@p.lodz.pl

Nasz gªówny wynik brzmi nast¦puj¡co.
Twierdzenie. Niech ((Gi)i∈N, (fi,j)i6j, (ei,j)i6j) b¦dzie systemem odwrotnym grup z za-

nurzeniami, tzn. ei,j : Gi → Gj, i 6 j, s¡ zanurzeniami, fi,j ◦ ei,j jest identyczno±ci¡ na
Gi oraz ei,j = ek,j ◦ ei,k dla i 6 k 6 j. Zaªó»my, »e dla ka»dej grupy Gi i dla ka»dego
sªowa w istniej¡ k > i oraz podgrupa Hi,k j¡dra ker fi,k o nast¦puj¡cych wªasno±ciach

(i) ei,k(Gi) ∩Hi,k = {1k};

(ii) gh = hg dla ka»dych g ∈ ei,k(Gi) oraz h ∈ Hi,k;

(iii) relacja w(x1, . . . , xn) = 1 nie zachodzi w Hi,k.

Wówczas lim
←−

Gi zawiera grup¦ woln¡ continuum generatorów.

Jako zastosowanie powy»szego twierdzenia dostajemy nast¦puj¡ce fakty.

1. Je±li grupa niesko«czonych macierzy unitrójk¡tnych UT (∞, R) o wyrazach z pier-
±cienia R zawiera grup¦ woln¡ dwóch generatorów, to zawiera grup¦ woln¡ conti-
nuum generatorów.

2. Grupa izometrii zbioru Cantora zawiera grup¦ woln¡ continuum generatorów.

3. Niech Gn, n ∈ N, b¦d¡ grupami. Je±li dla ka»dego sªowa w i niesko«czenie wielu
n relacja w(x1, . . . , xn) = 1 nie zachodzi w Gn, to

∏
n∈NGn zawiera grup¦ woln¡

continuum generatorów.

4. Niech p1 < p2 < . . . b¦dzie ci¡giem, niekoniecznie wszystkich, liczb pierwszych
i niech ni ∈ N. Wówczas grupa automor�zmów grupy

∏
i Zni

pi
zawiera grup¦ woln¡

continuum generatorów wtedy i tylko wtedy, gdy dla niesko«czenie wielu indeksów
i, ni ≥ 2.
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LOKALNIE NILPOTENTNE SKO�NE RÓ�NICZKOWANIA
Z CENTRALNYMI STA�YMI

Piotr Grzeszczuk

Politechnika Biaªostocka
p.grzeszczuk@pb.edu.pl

Niech R b¦dzie algebr¡ ª¡czn¡ z lokalnie nilpotentnym sko±nym ró»niczkowaniem δ,
takim »e podalgebra staªych Rδ = ker δ jest zawarta w centrum Z(R). Przedyskutujemy
warunki gwarantuj¡ce przemienno±¢ algebry R. Dla algebr nieprzemiennych przedsta-
wione b¦d¡ warunki, przy których centralno±¢ staªych implikuje zawieranie ideaªu ko-
mutatorowego R[R,R]R w nilradykale algebry R. Rezultaty te nawi¡zuj¡ do wyników
G.M. Bergmana i I.M. Isaacsa [2], oraz J. Osterburga [3] i rzucaj¡ pewne ±wiatªo na
hipotez¦ Hersteina z roku 1961 mówi¡c¡, »e je±li R jest algebr¡ charakterystyki p > 0
posiadaj¡c¡ automor�zm σ rz¦du p, taki »e Rσ ⊆ Z(R), to R[R,R]R jest nil ideaªem.

Wyniki uzyskane zostaªy we wspóªpracy z J. Bergenem (DePaul University) i pochodz¡
z pracy [1]. Badania zostaªy zrealizowane w ramach pracy S/WI/1/2014 i s�nansowane
ze ±rodków na nauk¦ MNiSW.

[1] J. Bergen, P. Grzeszczuk, Locally Nilpotent Skew Derivations with Central Invariants, J. Al-
gebra (to appear).

[2] G.M. Bergman and I.M. Isaacs, Rings with �xed point free group actions, Proc. London Math.
Soc. 27 (1973), 69�87.

[3] J. Osterburg, Central �xed rings, J. London Math. Soc. (2) (1981), 246�248.
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PIER�CIENIE NIEDYSTRYBUTYWNE

Maªgorzata Hryniewicka

Instytut Matematyki, Uniwersytet w Biaªymstoku
margitt@math.uwb.edu.pl

Na ogóª od pier±cienia wymagamy, by byª zbiorem co najmniej dwuelementowym,
w którym mo»emy okre±li¢ dwuargumentowe operacje zwane dodawaniem i mno»eniem,
o którym mo»emy powiedzie¢, »e (1) tworzy grup¦ abelow¡ wzgl¦dem dodawania, (2)
tworzy póªgrup¦ z jedynk¡ wzgl¦dem mno»enia, (3) oba dziaªania s¡ powi¡zane ze sob¡
prawami rozdzielno±ci r·(s+t) = r·s+r·t oraz (r+s)·t = r·t+s·t dla wszystkich elementów
r, s, t ∈ R. Z rozdzielno±ci wynika równo±¢ r·0 = 0 = 0·r zachodz¡ca dla ka»dego elementu
r ∈ R. Gdy zrezygnujemy z abelowo±ci grupy addytywnej, a lewostronn¡ dystrybutywno±¢
zast¡pimy sªabszym warunkiem r · 0 = 0 zachodz¡cym dla ka»dego elementu r ∈ R,
wówczas otrzymamy prawiepier±cie« (prawostronny, zerosymetryczny, z jedynk¡). Celem
referatu b¦dzie przyjrzenie si¦ pier±cieniom niedystrybutywnym, w których rezygnujemy
równie» z prawostronnej dystrybutywno±ci, zast¦puj¡c j¡ sªabszym warunkiem 0 · r = 0
zachodz¡cym dla ka»dego elementu r ∈ R.
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GRAFY IDEA�ÓW ANIHILUJ�CYCH A KRATY ANIHILATORÓW
W PIER�CIENIACH

Maªgorzata Jastrz¦bska

Uniwersytet Przyrodniczo-Humanistyczny w Siedlcach
majastrz2@wp.pl

Niech R b¦dzie pier±cieniem ª¡cznym, przemiennym z 1 6= 0, i niech I b¦dzie wªa±ci-
wym ideaªem w R. Powiemy, »e I jest ideaªem anihiluj¡cym w R, je±li istnieje niezerowy
ideaª J w R, taki »e IJ = 0. Ideaª I b¦dziemy nazywa¢ anihilatorem w R, je±li istnieje
ideaª K, taki »e I = {r ∈ R| rK = 0}. St¡d ka»dy anihilator jest ideaªem anihiluj¡cym.
Wiadomo, »e zbiór anihilatorów w pier±cieniu, uporz¡dkowany przez relacj¦ inkluzji, two-
rzy krat¦.

Przez A(R) oznaczmy zbiór wszystkich niezerowych ideaªów anihiluj¡cych w R. W li-
teraturze pojawiaj¡ si¦ ró»ne de�nicje grafów o wierzchoªkach z A(R).

Celem tego referatu b¦dzie przedstawienie pewnych zwi¡zków wybranych grafów ide-
aªów anihiluj¡cych z kratami anihilatorów, a tak»e wskazanie ró»nic pomi¦dzy tymi struk-
turami.

[1] L. Demeyer, A. Schneider, The annihilating-ideal graph of commutative semigroups, Journal
of Algebra 469 (2017), 402�420.

[2] A. Badawi, On the annihilator graph of a commutative ring, Comm. Algebra 42 1 (2014),
108�121.

[3] M. Jastrz¦bska, J. Krempa Lattices of annihilators in commutative algebras over �elds, De-
monstr. Math. 48 (2015), 545�552.
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KONSTRUKCJE KATEGORYJNE MOTYWOWANE ZBIORAMI
UOGÓLNIONYMI

Piotr J¦drzejewicz

Uniwersytet Mikoªaja Kopernika w Toruniu
Wydziaª Matematyki i Informatyki

pjedrzej@mat.umk.pl

Jednym z naturalnych uogólnie« poj¦cia zbioru jest poj¦cie multizbioru, tzn. zbioru
z elementami wielokrotnymi. W pewnych sytuacjach warto jeszcze bardziej rozszerzy¢ to
poj¦cie w taki sposób, by dopu±ci¢ równie» krotno±ci ujemne � Hassler Whitney zauwa»yª
to w pracy [1] ju» w 1933 r. Wspóªczesne systematyczne badania takiego uogólnienia
zbiorów rozpocz¦ªy m.in. prace Wolfganga Reisiga ([2], rozdz. 9), Wayne'a D. Blizarda
([3]) i Daniela Loeba ([4]).

Celem referatu jest przedyskutowanie sposobów, jakimi mo»na wykorzysta¢ powy»sze
koncepcje do znalezienia odpowiedzi na nast¦puj¡ce pytanie sformuªowane przez Stephena
Schanuela w 1990 r. Oczywi±cie to pytanie jest sformuªowane zbyt ogólnie i wymaga
doprecyzowania � sam Schanuel okre±liª je jako �ill-posed�.

Pytanie ([5]). Czy istnieje takie rozszerzenie E kategorii zbiorów sko«czonych S, dla
którego klasami izomor�zmów b¦d¡ liczby caªkowite zamiast liczb naturalnych?

S ⊂→ E
↓ ↓
N ⊂→ Z

[1] H. Whitney, Characteristic functions and the algebra of logic, Ann. of Math. 34 (1933),
405�414.

[2] W. Reisig, Petri nets, An introduction, Monogr. Theoret. Comput. Sci. EATCS, 4, Springer,
Berlin, 1985.

[3] W.D. Blizard, Negative membership, Notre Dame J. Formal Logic 31 (1990), 346�368.

[4] D. Loeb, Sets with a negative number of elements, Adv. Math. 91 (1992), 64�74.

[5] S. Schanuel, Negative sets have Euler characteristic and dimension, w: Category Theory,
Como 1990, Lecture Notes in Math., 1488, Springer, Berlin, 1991, 379�385.
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O PROBLEMIE BEIDARA � MIKHALEVA

Marek K¦pczyk

Politechnika Biaªostocka
m.kepczyk@pb.edu.pl

Niech R b¦dzie pier±cieniem ª¡cznym i niech R1, R2 b¦d¡ podpier±cieniami R, takimi
»e R = R1 +R2, tzn. dla ka»dego r ∈ R istniej¡ r1 ∈ R1 oraz r2 ∈ R2, takie »e r = r1 +r2.
W 1995 K.I. Beidar i A.V. Mikhalev postawili nast¦puj¡cy problem: zaªó»my, »e R1 i R2

speªniaj¡ to»samo±ci wielomianowe (krótko, s¡ PI pier±cieniami), czy wtedy równie» R
jest PI pier±cieniem?

Przedstawimy fakty z pracy [1], w której znajduje si¦ rozwi¡zanie tego problemu.

Badania zostaªy zrealizowane w ramach pracy S/WI/1/2016 (Politechnika Biaªostocka)
i s�nansowane ze ±rodków na nauk¦ MNiSW.

[1] M. K¦pczyk, A ring which is a sum of two PI subrings is always a PI ring, przyj¦ta do Israel
Journal of Mathematics.
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TO�SAMO�CI WIELOMIANOWE DLA RÓ�NICZKOWA�

Agnieszka Kowalska

Instytut Matematyki Uniwersytetu Pedagogicznego im. Komisji Edukacji Narodowej w Krakowie
kowalska@up.krakow.pl

Przedstawione zostan¡ ró»ne wersje pewnej to»samo±ci dla ró»niczkowa«. To»samo±¢
ta zachodzi w dowolnej zespolonej algebrze przemiennej A z jedynk¡ dla dowolnego ope-
ratora liniowego D : A → A speªniaj¡cego warunek D(fg) = D(f)g + fD(g) i pozwala
na uzyskanie dogodnego w wielu sytuacjach oszacowania. Tego typu to»samo±ci maj¡ za-
stosowania w teorii aproksymacji. Podane b¦d¡ równie» informacje dotycz¡ce mo»liwo±ci
uogólnienia tej to»samo±ci.

[1] M. Baran, A. Kowalska, B. Milówka, P. Ozorka, Identities for a derivation operator and their
applications, Dolomites Research Notes on Approximation 8 (2015), 102�110.
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PROBLEM ARNOLDA O MONOTONICZNO�CI LICZBY NEWTONA
OSOBLIWO�CI POWIERZCHNI

Tadeusz Krasi«ski

Wydziaª Matematyki i Informatyki, Uniwersytet �ódzki
krasinsk@uni.lodz.pl

Niech f : (Cn, 0) → (C, 0) b¦dzie osobliwo±ci¡ izolowan¡ i µ(f) ∈ N jej liczb¡ Mil-
nora. Dla generycznego f (niezdegenerowanego w sensie Kusznirenki) µ(f) oblicza si¦
z kombinatorycznego obiektu stowarzyszonego z f � wielo±cianu Newtona N (f) ⊂ Rn

+,
który zale»y tylko od sko«czonej liczby wspóªczynników rozwini¦cia f w szereg Taylora.
Mianowicie, Kusznirenko w 1976 roku udowodniª, »e µ(f) = ν(N (f)), gdzie ν(N (f)) jest
tzw. liczb¡ Newtona wielo±cianu N (f). V.I. Arnold postawiª hipotez¦ w 1982 roku, »e
ν(N (f)) zale»y monotonicznie od N (f) ze wzgl¦du na relacj¦ zawierania w zbiorze wie-
lo±cianów Newtona. Problem zostaª rozwi¡zany (pozytywnie) przez wielu autorów m.in.
Warczenk¦, Steenbrinka, Furuy¦, Bivia-Ausin¦, Gwo¹dziewicza, Lenarcika.

W referacie przedstawi¦ istotne uzupeªnienie tego twierdzenia poprzez podanie proste-
go, geometrycznego warunku, koniecznego i dostatecznego na zachodzenie ±cisªej mono-
toniczno±ci. Peªny dowód tego rezultatu podajemy w przypadku osobliwo±ci powierzchni
tzn. dla n = 3. Przypadek dwuwymiarowy (n = 2) jest prosty. Dowód w ogólnym przy-
padku dowolnego n, jest w trakcie bada«. Prezentowane wyniki s¡ wspólne z Szymonem
Brzostowskim i Justyn¡ Walewsk¡.

[1] Sz. Brzostowski, T. Krasi«ski, J. Walewska, Arnold's problem on monotonicity of the Newton
number for surface singularities (w przygotowaniu).
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GEOMETRIA NASHOWSKICH FUNKCJI MEROMORFICZNYCH

Wojciech Kucharz

Uniwersytet Jagiello«ski
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Badania w ci¡gu ostatnich lat doprowadziªy do odkrycia wielu interesuj¡cych wªasno±ci
funkcji wymiernych klasy Ck na Rn, gdzie k jest liczb¡ naturaln¡. W pier±cieniu zªo»onym
z takich funkcji zachodzi twierdzenie o zerach (Nullstellensatz), które pozwala rozwin¡¢
teori¦ snopów quasi-koherentnych i udowodni¢ dla nich odpowiedniki twierdze« A i B
Cartana. Wyka»¦ analogiczne twierdzenia dla nashowskich funkcji meromor�cznych klasy
Ck na dowolnej rozmaito±ci Nasha.
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O PEWNYCH KRYTERIACH PRZEMIENNO�CI PIER�CIENIA
δ-PIERWSZEGO

Kamil Kular

Instytut Matematyki, Politechnika Krakowska
kkular@pk.edu.pl

Niech δ : R −→ R b¦dzie ró»niczkowaniem pier±cienia ª¡cznego R. Ideaª I ⊆ R nazy-
wamy δ-ideaªem, gdy δ(I) ⊆ I. Pier±cie« R nazywamy δ-pierwszym, gdy jest niezerowy
i, dla dowolnych δ-ideaªów I, J ⊆ R, je±li IJ = 0, to I = 0 lub J = 0.

W referacie udowodnimy nast¦puj¡ce

Twierdzenie. Przypu±¢my, »e R jest δ-pierwszy oraz »e δ(x)δ(y) = δ(y)δ(x) dla dowol-
nych x, y ∈ R. Je±li wówczas speªniony jest jeden z nast¦puj¡cych warunków:
(1) δ3 6= 0,
(2) δ 6= 0 oraz R jest 2-beztorsyjny,

to pier±cie« R jest przemienny.

Przedstawimy równie» kilka innych spostrze»e« dotycz¡cych przemienno±ci pier±cieni
δ-pierwszych.
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O PIER�CIENIACH FUNKCJI �UKOWO-ANALITYCZNYCH
I FUNKCJI WYMIERNYCH CIAG�YCH

Krzysztof Kurdyka

Laboratoire de Mathématiques (LAMA) UMR 5127 CNRS
Université Savoie Mont Blanc, France
Krzysztof.Kurdyka@univ-savoie.fr

W geometrii algebraicznej rzeczywistej pojawiaj¡ si¦ naturalnie, por. [1], funkcje
ªukowo-analityczne (i semi-algebraiczne), tzn. takie, »e w zªo»eniu z ªukami analitycznymi
s¡ analityczne. Pier±cienie tych funkcji maj¡ do±¢ zaskakuj¡ce wlasno±ci, prawdziwa jest
wersja Nullstellensatz (jak w przypadku zespolonym), nie s¡ noetherowskie, ale rosn¡cy
ci¡g ideaªów pierwszych si¦ stabilizuje. Ten fakt jest konsekwencj¡ niedawno uzyskanego
wyniku [8].

W ostatnich latach, por. [3, 4, 5, 6, 7] jest intensywnie badany pier±cie« funkcji wymier-
nych ciagªych, który jest podpier±cieniem pier±cienia funkcji ªukowo-analitycznych. Po-
staram si¦ przedstawi¢ najwa»niejsze wyniki i perspektywy bada« w tej dziedzinie. Istotn¡
wªasno±ci¡ obu klas tych funkcji jest fakt [2], »e po zlo»eniu z odpowiednim ci¡giem roz-
dmucha« (o gªadkich centrach) funkcje te staj¡ si¦ analityczne (odpowiednio regularne).

[1] K. Kurdyka, Ensembles semi-algébriques symétriques par arcs, Math. Ann. 281 no. 3 (1988),
445�462.

[2] E. Bierstone, P-D. Milman, Arc-analytic functions. Invent. Math. 101, 411�424 (1990).

[3] W. Kucharz, Rational maps in real algebraic geometry, Adv. Geom. 9 (2009), 517�539.

[4] J. Kollár, K. Nowak, Continuous rational functions on real and p-adic varieties, Math. Z.
279 (2015), 85�97.

[5] G. Fichou, J. Huisman, F. Mangolte, J.-Ph. Monnier, Fonctions régulues, J. Reine Angew.
Math. 718 (2016), 103�151.

[6] G. Fichou, J.-Ph. Monnier, R. Quarez, Continuous functions on the plane regular after one
blowing-up. Math. Z. 285 (2017), no. 1-2, 287�323.

[7] J. Kollár, W. Kucharz, K. Kurdyka, Curve-rational functions, Math. Ann. (2017).

[8] J. Adamus, H. Seyedinejad, A proof of Kurdyka's conjecture on arc-analytic functions,
arXiv:1701.02712 (2017).
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PRZESTRZE� PARAMETRÓW DLA PEWNYCH KONFIGURACJI
PROSTYCH

Magdalena Lampa-Baczy«ska

Uniwersytet Pedagogiczny w Krakowie
lampa.baczynska@wp.pl

Kon�guracje prostych i punktów s¡ klasycznym obiektem bada« w obszarze algebry,
geometrii i kombinatoryki. Przez wiele lat zadawano sobie m.in. pytanie o minimaln¡
liczb¦ tzw. prostych zwyczajnych w kon�guracji, czyli przechodz¡cych przez dokªadnie
dwa punkty ze sko«czonego zbioru punktów Z = {P1, . . . , Ps}. Przykªady kon�guracji
punktów z maª¡ liczb¡ prostych zwyczajnych podaª Böröczky.

Ideaª pochodz¡cy od dualnej kon�guracji prostych okazaª si¦ te» pierwszym znanym
w geometrii algebraicznej kontrprzykªadem na sªynn¡ hipotez¦ Harbourne'a i Hunekego
([1], Conjecture 4.1.1.) dotycz¡c¡ zawiera« mi¦dzy pot¦gami ideaªów � zwykªymi i sym-
bolicznymi w pier±cieniu wielomianów rzeczywistych.

W pracy [2] zaprezentowano inne spojrzenie na kon�guracje prostych i punktów. Zwró-
cono uwag¦ na aspekty, które dotychczas nie byªy brane pod uwag¦. Rozwa»ania dotyczyªy
przestrzeni parametrów dla kon�guracji 12-tu oraz 15-tu prostych zachowuj¡cych kombi-
natoryk¦ kon�guracji Böröczky'ego. Jedna z tych przestrzeni okazaªa si¦ trójwymiarow¡
rozmaito±ci¡ wymiern¡, a drug¡ zidenty�kowano jako krzyw¡ eliptyczn¡ o sko«czonej
liczbie punktów wymiernych.

Celem niniejszego wyst¡pienia jest zaprezentowanie gªównych wyników z pracy [2]
dotycz¡cych tych kon�guracji.

[1] B. Harbourne, C. Huneke, Are symbolic powers highly evolved?, J. Ramanujan Math. Soc.
28, 311�330 (2013).

[2] M. Lampa-Baczy«ska, J. Szpond, From Pappus Theorem to parameter spaces of some extre-
mal line point con�gurations and applications, Geometriae Dedicata, DOI: 10.1007/s10711-
016-0207-8 (2016).
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O PROBLEMIE SUSZKIEWICZA Z DZIELNIKAMI ZERA

Martyna Maciaszczyk

Instytut Matematyki Politechniki �l¡skiej
martyna.maciaszczyk@polsl.pl

Przedstawi¦ rozwi¡zanie starego problemu Suszkiewicza dotycz¡cego prawych dzielni-
ków zera w pier±cieniu T (∞,K) niesko«czonych N × N macierzy górnotrójk¡tnych nad
ciaªem K. W rozwi¡zaniu u»yj¦ notacji silnie liniowej niezale»no±ci.

[1] W. Hoªubowski, M. Maciaszczyk, S. �urek, Note on Su�skevi�c's problem on zero divisors,
Communications in Algebra Vol. 45, No. 8 (2017), 3274�3277.

[2] A.K Suszkiewicz, On an in�nite algebra of triangular matrices.(Russian), Har'kov. Gos. Univ.
U¢. Zap. 34 = Zap. Mat. Otd. Fiz.-Mat. Fak. i Har'kov. Mat. Ob±¢.(4) 22 (1950), 77�93.
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DUALNO�� DLA ODCINKÓW DIADYCZNYCH

Katarzyna Matczak

Politechnika Warszawska
Wydziaª Budownictwa, Mechaniki i Petrochemii

Katarzyna.Matczak@pw.edu.pl

Zbiór liczb wymiernych postaci m
2n
, dla m,n ∈ Z nazywamy zbiorem liczb diadycznych

i oznaczmy D. Zbiór D tworzy podpier±cie« pier±cienia liczb rzeczywistych. B�edziemy
rozwa»a¢ przestrze« a�niczn�a D nad pier±cieniem D. Przedziaªem diadycznym nazwiemy
zbiór punktów postaci [a, b] = {x ∈ D, a ≤ x ≤ b}, dla a i b diadycznych. Celem referatu
jest opisanie dualno±ci dla kategorii przedziaªów diadycznych. Wiadomo jest, »e ka»de
dwa odcinki rzeczywiste s�a izomor�czne. W przestrzeniach diadycznych istnieje niesko«-
czenie wiele klas nieizomor�cznych odcinków, które rozwa»my jako algebry z przemienn�a,
binarn�a operacj�a. Dualno±¢ ta jest zbudowana przy pomocy obiektu schizofrenicznego,
którym jest diadyczny odcinek jednostkowy. Przestrzenie dualne do odcinków diadycz-
nych s�a izomor�czne z podgrupoidami kwadratu diadycznego z dodatkowymi operacjami
staªymi. Grupoidy te s�a z kolei izomor�czne z pewnymi �wypukªymi� zbiorami diadycz-
nymi. W kolejnym referacie zostanie opisana dualno±¢ dla trójk�atów diadycznych.

[1] K. Matczak, A. Romanowska, J.D.H. Smith, Dyadic polygons, Int. J. of Algebra and Com-
putation 21 (2011), 387�408.

[2] A.B. Romanowska, P. �lusarski and J.D.H. Smith, Duality for convex polytopes, J. Austr.
Math. Soc. 86 (2009), 399�412.
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PROSTA RZUTOWA NAD PIER�CIENIEM ��CZNYM Z JEDYNK�

Andrzej Matra±

Wydziaª Matematyki i Informatyki, Uniwersytet Warmi«sko-Mazurski w Olsztynie
matras@uwm.edu.pl

Prosta rzutowa nad pier±cieniem ª¡cznym R z 1 to podzbiór zbioru cyklicznych pod-
moduªów moduªu wolnego nad pier±cieniem R rangi 2, generowanych przez pary uni-
modularne. U»yteczno±¢ tego poj¦cia zostaªa zauwa»ona przez niemieckiego geometr¦
W. Benza, który w monogra�i [2] pokazaª, »e klasyczne geometrie Möbiusa, Laguerra
i Minkowskiego s¡ geometriami prostych rzutowych nad algebrami b¦d¡cymi rozszerze-
niami stopnia 2 ciaªa przemiennego. Na prostej rzutowej okre±la si¦ relacj¦ poª¡czalno±ci
i jej graf. Pozwala to wprowadzi¢ pewn¡ �geometryczn¡� struktur¦ na dowolnym pier±cie-
niu. Przedstawione zostan¡ znane klasyczne wyniki oraz najnowsze uzyskane wspólnie
z E. Bartnick¡ i A. Siemaszko.

[1] E. Bartnicka, A. Matra±, Free Cyclic Submodules in the Context of the Projective Line, Results
in Mathematics 70 (2016), 567�580.

[2] W. Benz, Vorlesungen über Geometrie der Algebren, Springer, Berlin, 1973.

[3] A. Blunck, H. Havlicek, Projective Representations I. Projective lines over rings, Abh. Math.
Sem. Univ. Hamburg 70 (2000), 287�299.

[4] A. Blunck, H. Havlicek, The Connected Components of the Projective Line over a Ring, Adv.
Geom. 1 (2001), 107�117.

[5] A. Matra±, A. Siemaszko, The Shortest Path Problem for the Distant Graph of the Projective
Line Over the Ring of Integers, Bull. Malays. Math. Sci. Soc. (2015).
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PEWNE W�ASNO�CI FAKTORIALNE PODPIER�CIENI

�ukasz Matysiak

Uniwersytet Mikoªaja Kopernika w Toruniu
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Motywacj�a referatu jest nast�epuj�ace uogólnienie hipotezy jakobianowej. Dla dowol-
nych wielomianów f1, . . . , fm ∈ k[x1, . . . , xn], gdzie k jest ciaªem charakterystyki zero
i m ∈ {2, . . . , n}, je±li

(∗) NWD(jacf1,...,fmxj1 ,...,xjm
, 1 6 j1 < . . . < jm 6 n) ∈ k \ {0},

to k[f1, . . . , fm] jest pier±cieniem staªych pewnej k-derywacji pier±cienia k[x1, . . . , xn].
Przy zaªo»eniu, »e wielomiany f1, . . . , fm s�a algebraicznie niezale»ne, warunek (∗) jest
równowa»ny ka»demu z nast�epuj�acych warunków:

(i) zbiór elementów nierozkªadalnych podpier±cienia k[f1, . . . , fm] zawiera si�e w zbiorze
elementów bezkwadratowych pier±cienia k[x1, . . . , xn],

(ii) zbiór elementów bezkwadratowych podpier±cienia k[f1, . . . , fm] zawiera si�e w zbiorze
elementów bezkwadratowych pier±cienia k[x1, . . . , xn].

Powy»sze warunki warto rozwa»a¢ w ogólniejszej sytuacji � dla podpier±cienia dowolnej
dziedziny. Te warunki nazywamy odpowiednikami warunku jakobianowego. Gªównym
celem referatu jest przedyskutowanie zwi�azków pomi�edzy odpowiednikami warunku jako-
bianowego a ró»nymi wªasno±ciami faktorialnymi pewnych podpier±cieni dziedzin z jed-
noznaczno±ci�a rozkªadu.

[1] P. J¦drzejewicz, �. Matysiak, J. Zieli«ski, On some factorial properties of subrings, zaakcep-
towana do druku w Universitatis Iagellonicae Acta Mathematica, arXiv:1606.06592.

[2] M. de Bondt, D. Yan, Irreducibility properties of Keller maps, Algebra Colloq. 23 (2016),
663�680, arXiv:1304.0634.

[3] P. J¦drzejewicz, J. Zieli«ski, Analogs of Jacobian conditions for subrings, J. Pure Appl. Al-
gebra 221 (2017), 1899�2156, arXiv:1601.01508.

[4] P. J¦drzejewicz, J. Zieli«ski, An approach to the Jacobian Conjecture in terms of irreducibility,
arXiv:1611.07439.
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PIER�CIENIE SKO�NYCH UOGÓLNIONYCH SZEREGÓW
POT�GOWYCH

Ryszard Mazurek

Politechnika Biaªostocka
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Niech R b¦dzie pier±cieniem, (S,≤) monoidem ±ci±le uporz¡dkowanym,
a ω : S → End(R) homomor�zmem monoidów. Pier±cie« sko±nych uogólnionych sze-
regów pot¦gowych R[[S, ω,≤]] skªada si¦ z funkcji f : S → R, których no±nik supp(f) =
{s ∈ S | f(s) 6= 0} jest artinowski i w¡ski (tzn. ka»dy jego niepusty podzbiór ma sko«-
czon¡ liczb¦ elementów minimalnych wzgl¦dem porz¡dku ≤). Takie funkcje dodawane s¡
po wspóªrz¦dnych i mno»one zgodnie ze wzorem

(fg)(s) =
∑
x,y∈S
xy=s

f(x) · ωx(g(y)) (f, g ∈ R[[S, ω,≤]], s ∈ S),

gdzie ωx = ω(x) dla x ∈ S. Szczególnymi przypadkami tej konstrukcji (wprowadzonej
w [5]) s¡ (sko±ne) pier±cienie wielomianów, (sko±ne) pier±cienie szeregów pot¦gowych, (sko-
±ne) pier±cienie póªgrupowe, (sko±ne) pier±cienie wielomianów Laurenta, (sko±ne) pier±cie-
nie szeregów Laurenta, (sko±ne) pier±cienie szeregów Malceva-Neumanna i pier±cienie sze-
regów Ribenboima. Poza uni�kacj¡ wy»ej wymienionych klasycznych struktur wykorzy-
stywanych w wielu dziaªach algebry i jej zastosowa«, konstrukcja ta dostarcza szerok¡
klas¦ przykªadów, które mog¡ by¢ wykorzystywane przy badaniu ró»norodnych otwartych
problemów teorii pier±cieni.

W czasie referatu przedstawione b¦d¡ wªasno±ci i zastosowania pier±cieni sko±nych
uogólnionych szeregów pot¦gowych. W szczególno±ci przedstawione b¦d¡ charakteryza-
cje takich pier±cieni w klasach pier±cieni pewnych specjalnych typów (np. prawostronnie
ªa«cuchowych, prostych, prawostronnie p.q.-Baera; [1], [3], [4]) i zastosowanie takich pier-
±cieni do uni�kacji licznych uogólnie« pier±cieni Armendariza ([2]).

Badania zostaªy zrealizowane w ramach pracy S/WI/1/2014 (Politechnika Biaªostocka)
i s�nansowane ze ±rodków na nauk¦ MNiSW.

[1] K. Kozªowski, R. Mazurek, K. Paykan, Simplicity of skew generalized power series rings,
preprint.

[2] G. Marks, R. Mazurek, M. Ziembowski, A uni�ed approach to various generalizations of
Armendariz rings, Bull. Aust. Math. Soc. 81 (2010), 361�397.

[3] R. Mazurek, Left principally quasi-Baer and left APP rings of skew generalized power series,
J. Algebra Appl. 14 (2015), no. 3, 1550038 (36 pp).

[4] R. Mazurek, M. Ziembowski, Uniserial rings of skew generalized power series, J. Algebra 318
(2007), 737�764.

[5] R. Mazurek, M. Ziembowski, On von Neumann regular rings of skew generalized power series,
Comm. Algebra 36 (2008), 1855�1868.
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O KLASYFIKACJI KWADRATOWYCH ODWZOROWA�
WIELOMIANOWYCH C2 → C3

Piotr Migus

Politechnika �wi¦tokrzyska
migus.piotr@gmail.com

Niech Ω(2, 2, 2) b¦dzie przestrzeni¡ odwzorowa« wielomianowych f = (f1, f2, f3) :
C2 → C3, gdzie deg fi ≤ 2. PrzezGA(2, 2) (odpowiednioGA(3, 3)) oznaczamy grup¦ prze-
ksztaªce« a�nicznych C2 (odpowiednio C3). Przez GA(3, 2) oznaczamy grup¦
GA(3, 3) × GA(2, 2). Grupa GA(3, 2) dziaªa na zbiór Ω(2, 2, 2) nast¦puj¡co: (L,R)f =
L ◦ f ◦ R. Orbit¦ f ∈ Ω(2, 2, 2) oznaczamy przez O(f). Powiemy, »e f i g s¡ liniowo
równowa»ne, je±li istnieje α ∈ GA, »e g = αf , tzn. g ∈ O(f). Podamy peªn¡ klasy�kacj¦
kwadratowych odwzorowa« wielomianowych C2 → C3 wzgl¦dem liniowej równowa»no±ci
oraz wyznaczymy wymiary wszystkich orbit w Ω(2, 2, 2). Ponadto, poka»emy, »e istnieje
orbita g¦sta w Ω(2, 2, 2).
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O LICZBACH PERMUTACJI B�D�CYCH ILOCZYNAMI
ROZ��CZNYCH CYKLI D�UGO�CI D

Piotr Miska

Uniwersytet Jagiello«ski w Krakowie
piotr.miska@uj.edu.pl

W pracy [1] T. Amdeberhan i V. Moll badali to»samo±ci kombinatoryczne, waluacje
2-adyczne i asymptotyk¦ liczb inwolucji H2(n), tzn. liczb takich permutacji σ zbioru
n-elementowego, »e σ2 jest identyczno±ci¡.

Zauwa»my, »e permutacje b¦d¡ce inwolucjami daj¡ si¦ przedstawi¢ w postaci iloczynów
rozª¡cznych transpozycji. Naturalnym staje si¦ wówczas pytanie o wªasno±ci arytmetyczne
liczb Hd(n) permutacji zbioru n-elementowego, które s¡ iloczynami rozª¡cznych cykli dªu-
go±ci d (gdzie d jest ustalon¡ liczb¡ naturaln¡ wi¦ksz¡ od 1). W niniejszym referacie
omówi¦ wyniki dotycz¡ce liczb Hd(n): okresowo±¢ ci¡gów (Hd(n) (mod pr))n∈N, gdzie p
jest liczb¡ pierwsz¡, natomiast r dodatni¡ liczb¡ naturaln¡, waluacje p-adyczne, a tak»e
wªasno±ci pewnych wielomianów powi¡zanych z funkcjami tworz¡cymi ci¡gów (Hd(n))n∈N,
d ≥ 2.

Referat jest oparty na pracy przygotowanej wspólnie z Maciejem Ulasem.

[1] T. Amdeberhan, V.H. Moll, Involutions and their progenies, J. Comb. 6(4) (2015), 483-508.
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DUALNO�� DLA TRÓJKA�TÓW DIADYCZNYCH

Anna Mu¢ka
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Referat jest kontynuacj�a referatu �Dualno±¢ dla przedziaªów diadycznych�. Trójk�atem
diadycznym nazywamy przeci�ecie rzeczywistego trójk�ata o wierzchoªkach o wspóªrz�ednych
diadycznych z przestrzeni�a D2. Ka»dy trójk�at diadyczny jest izomor�czny z dokªadnie
jednym trójk�atem w tzw. postaci reprezentuj�acej. Dla kategorii trójk�atów diadycznych
skonstruujemy, podobnie jak w przypadku przedziaªów, dualno±¢ przez obiekt schizofre-
niczny, którym ponownie jest diadyczny odcinek jednostkowy. Przestrzenie dualne do
trójk�atów diadycznych s�a podgrupoidami kostki diadycznej z dodatkowymi operacjami
staªymi. Skonstrujemy równie» izomor�czne im zbiory wypukªe daj�ace inny sposób opisu
przestrzeni reprezentacji.

[1] K. Matczak, A. Romanowska, J.D.H. Smith, Dyadic polygons, Int. J. of Algebra and Com-
putation 21 (2011), 387�408.

[2] A.B. Romanowska, P. �lusarski and J.D.H. Smith, Duality for convex polytopes, J. Austr.
Math. Soc. 86 (2009), 399�412.
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TWIERDZENIE O DOMKNI�TO�CI NAD CIA�AMI
HENSELOWSKIMI I JEGO ZASTOSOWANIA

Krzysztof Jan Nowak

Instytut Matematyki
Uniwersytetu Jagiello«skiego

nowak@im.uj.edu.pl

W referacie nakre±l¦ rozwijan¡ przeze mnie geometri¦ podzbiorów algebraicznych wKn

nad dowolnymi ciaªami henselowskimi K. Jest to kontynuacja mojego wcze±niejszego
artykuªu, po±wi¦conego geometrii algebraicznej nad ciaªami rangi 1, która wymaga jednak
nowego podej±cia i u»ycia bardziej zªo»onych technik. W centrum uwagi znajduje si¦
ponownie twierdzenie o domkni¦to±ci (rzutowania Kn × Pm(K) → Kn s¡ de�niowalnie
domkni¦te). Pozwala ono na stosowanie desyngularyzacji w sposób podobny jak nad
ciaªami lokalnie zwartymi. Wykorzystuj¡c twierdzenie o domkni¦to±ci, mo»na udowodni¢
m.in. ró»ne wersje wyboru ªuku, nierówno±ci �ojasiewicza czy te» kawaªkami ci¡gªo±¢
funkcji de�niowalnych i hölderowo±¢ funkcji ci¡gªych na domkni¦tych podzbiorach w Kn.
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Aleksandra Nowel
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Niech M ⊂ Rn+2 b¦dzie dwuwymiarow¡ gªadk¡ rozmaito±ci¡, która jest przeci¦ciem
zupeªnym. Poka»emy, jak sprawdzi¢, czy odwzorowanie f : M −→ R2 jest 1�generyczne
i czy zbiór jego punktów osobliwych skªada si¦ tylko z ostrzy i faªd (a je±li tak, to czy dany
punkt osobliwy jest ostrzem czy faªd¡). Dla odwzorowa« wielomianowych posiadaj¡cych
te wªasno±ci podamy efektywne metody wyznaczenia liczby dodatnich i ujemnych ostrzy
(zob. [3]) z wykorzystaniem sygnatur pewnych form kwadratowych. W [1] autorzy podali
metody dla przypadku M = R2.

Praca wspólna z Iwon¡ Krzy»anowsk¡.

[1] I. Krzy»anowska, Z. Szafraniec, On polynomial mappings from the plane to the plane, J. Math.
Soc. Japan 66 no. 3 (2014), 805�818.

[2] Z. Szafraniec, Topological degree and quadratic forms, J. Pure Appl. Algebr. 141 (1999),
299�314.

[3] H. Whitney, On singularities of mapping of Euclidean spaces. I. Mappings of the plane into
the plane, Ann. Math. 62 no. 3 (1955), 374�410.
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Niech k b¦dzie ciaªem algebraicznie domkni¦tym dowolnej charakterystyki. Auto-
mor�zmem wielomianowym pªaszczyzny k2 nazywamy odwzorowanie wielomianowe F =
(F1, F2) : k2 → k2, takie »e F−1 istnieje i jest równie» odwzorowaniem wielomianowym
(c.f. [2] i [5], gdzie podane s¡ podstawowe wªasno±ci automor�zmów). W 1953 van der
Kulk [4] udowodniª, »e stopie« jednej ze skªadowych F1, F2 automor�zmu wielomianowego
dzieli stopie« drugiej (odpowiednik tego twierdzenia dla zanurze« wielomianowych pro-
stej w pªaszczyzn¦ udowodnili Abhyankar i Moh [1]). Z faktu tego wynika podstawowe
twierdzenie Junga o strukturze grupy automor�zmów. Naszym celem jest pokazanie, »e
twierdzenie van der Kulka jest konsekwencj¡ lokalnego twierdzenia o krotno±ci przeci¦cia
krzywych F1 = 0 i F2 = 0 w ich wspólnym punkcie w niesko«czono±ci w domkni¦ciu rzu-
towym pªaszczyzny k2. Nast¦pnie podamy charakteryzacj¦ osobliwo±ci w niesko«czono±ci
krzywych a�nicznych b¦d¡cych obrazem prostej poprzez automor�zm wielomianowy [3].

[1] S.S. Abhyankar, T. Moh, Embeddings of the line in the plane, J. reine angew. Math. 276
(1975), 148�166.

[2] A. van den Essen, Polynomial Automorphisms (and the Jacobian Conjecture), Vol. 190, Pro-
gress in Math., Birkhäuser, 2000.

[3] E.R. García Barroso, J. Gwo¹dziewicz, A. Pªoski, Semigroups corresponding to branches at
in�nity of coordinate lines in the a�ne plane, Semigroups Forum, 92, (2016), 534�540.

[4] W. van der Kulk, On polynomial rings in two variables, Nieuw Arch. Wiskd. 3(1), (1953),
33�41.

[5] K. Rusek, Polynomial Automorphisms, Preprint 456, Institute of Mathematics, Polish Aca-
demy of Sciences, May 1989.
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ALGEBRY MULTIPLIKATORÓW OKRE�LONE PRZEZ
PRZESUNI�CIA WA�ONE NA DRZEWACH SKIEROWANYCH

Marek Ptak

Uniwersytet Rolniczy w Krakowie
rmptak@cyf-kr.edu.pl

Na drzewie skierowanym V mo»na zde�niowa¢ przestrze« Hilberta `2(V ), analogicz-
nie jak de�niuje si¦ przestrze« `2(N) na zbiorze liczb naturalnych. Równie» analogicznie
mo»na okre±li¢ przesuni¦cie wa»one Sλ na przestrzeni `2(V ), jak klasycznie okre±lone jest
przesuni¦cie (wa»one) na przestrzeni `2(N). Sytuacja jest du»o ciekawsza od klasycznej
ze wzgl¦du na mo»liw¡ bogat¡ struktur¦ drzew skierowanych. Okre±lona zostanie algebra
multiplikatorów podyktowana przez przesuni¦cie wa»one Sλ. Przedstawione zostan¡ wªa-
sno±ci algebraiczne i topologiczne tej algebry. Wyniki pochodz¡ z pracy [1], [2] uzyskane
wspólnie z ich pozostaªymi autorami.

[1] P. Budzy«ski, P. Dymek, M. Ptak, Analytic structure of weighted shifts on directed trees,
Math. Nachrichten, to appear.

[2] P. Budzy«ski, P. Dymek, A. Pªaneta, M. Ptak, Weighted shifts on directed trees. Their mul-
tiplier algebras, re�exivity and decompositions, preprint.
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O NIERÓWNO�CIACH SYMETRYCZNYCH DLA KROTNO�CI
HILBERTA-SAMUELA

Tomasz Rodak

Uniwersytet �ódzki, Wydziaª Matematyki i Informatyki
rodakt@math.uni.lodz.pl

Wiadomo, »e krotno±¢ Hilberta-Samuela speªnia nierówno±¢ Brunna-Minkowskiego [2]:
je±li a, b s¡ ideaªami m-prymarnymi lokalnego pier±cienia noetherowskiego (R,m) wymiaru
d, to

e(ab)
1
d 6 e(a)

1
d + e(b)

1
d .

Podczas referatu poka»emy, jak ª¡cz¡c powy»sz¡ nierówno±¢ i poj¦cie wypukªo±ci
w sensie Schura [1], wyprowadzi¢ szereg nierówno±ci na krotno±¢.

Podstaw¡ referatu jest praca wspólna z S. Brzostowskim.

[1] A.W. Marshall, I. Olkin, B.C. Arnold, Inequalities: theory of majorization and its applica-
tions, Springer Series in Statistics, 2, Springer, New York, 2011.

[2] D. Rees, R.Y. Sharp, On a Theorem of B. Teissier on Multiplicities of Ideals in Local Rings,
J. London Math. Soc. (2), 18 (3), 449�463 (1978).
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KILKA UWAG O WIELOMIANIE CHARAKTERYSTYCZNYM
I ZWI�ZANYCH Z NIM ZBIORACH MACIERZY

Marcin Skrzy«ski

Instytut Matematyki Politechniki Krakowskiej
pfskrzyn@cyf-kr.edu.pl

W referacie omówimy pewne podstawowe wyniki (i caªkiem klasyczne, i nowsze) do-
tycz¡ce algebraicznych i geometrycznych wªasno±ci wielomianu charakterystycznego ma-
cierzy. Zaczniemy od twierdzenia o niezmiennikach dziaªania peªnej grupy liniowej na
przestrzeni macierzy przez sprz¦»enia, a sko«czymy na twierdzeniu Heltona-Rosenthala-
Wanga o obrazach podprzestrzeni a�nicznych przez odwzorowanie charakterystyczne i na
zwi¡zanym z tym twierdzeniem poj¦ciu zbioru osobliwego.
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WALUACJA 2-ADYCZNA UOGÓLNIONYCH CI�GÓW
FIBONACCIEGO

Bartosz Sobolewski

Instytut Matematyki, Uniwersytet Jagiello«ski
bartosz.sobolewski@doctoral.uj.edu.pl

Cz¦±¢ z omawianych w referacie wyników pojawia si¦ w mojej pracy [4].
Dla ustalonego k ≥ 2 zde�niujmy uogólniony ci¡g Fibonacciego {tk(n)}n≥0 za pomoc¡

rekurencji

tk(n+ k) =
k−1∑
i=0

tk(n+ i),

gdzie tk(0), . . . , tk(k − 1) s¡ ustalone caªkowite. Poka»¦ dla p = 2 metod¦ wyznaczania
waluacji p-adycznej wyrazów ci¡gu {tk(n)}n≥0 i zaproponuj¦ jej uogólnienie dla dowolnej
liczby pierwszej p. W szczególno±ci, podam explicite peªny wzór na {ν2(tk(n))}n≥0 dla
ci¡gu o wyrazach pocz¡tkowych tk(0) = 0, tk(1) = · · · = tk(k−1) = 1, gdzie k jest dowolne
parzyste, oraz cz¦±ciowy wzór dla k nieparzystego. Podobny problem byª ju» wcze±niej
rozwa»any przez Lengyela i Marquesa [1, 2] dla k ∈ {3, 4, 5}.

Nast¦pnie zaprezentuj¦ zastosowanie uzyskanych rezultatów do efektywnego rozwi¡-
zywania równa« diofantycznych typu

d∏
j=1

tk(nj) = m!

ze wzgl¦du na n1, . . . , nd,m przy ustalonej warto±ci d ≥ 1.
Zwróc¦ te» uwag¦ na zwi¡zek zaprezentowanych wyników z ci¡gami p-regularnymi.

Przez ci¡g p-regularny o warto±ciach w Q rozumiemy taki ci¡g {a(n)}n≥0, »e Z-moduª
generowany przez jego p-j¡dro, zde�niowane jako{

{a(pin+ j)}n≥0 : i ≥ 0, 0 ≤ j < pi
}
,

jest sko«czenie generowanym Z-moduªem. W kontek±cie tematyki referatu szczególnie
interesuj¡cy jest rezultat Shu i Yao [3], którzy podali warunek wystarczaj¡cy, aby dla
zadanej rekurencji x(n+ 2) = Ax(n+ 1) +Bx(n) ci¡g {νp(x(n))}n≥0 byª p-regularny.

[1] D. Marques, T. Lengyel, The 2-adic order of some generalized Fibonacci numbers, Integers:
Electronic Journal of Combinatorial Number Theory 17 (2017), A5.

[2] D. Marques, T. Lengyel, The 2-adic order of the Tribonacci Numbers and the equation Tn =
m!, J. Integer Seq. 17 (2014), Article 14.10.1.

[3] Z. Shu, J.-Y. Yao, Analytic functions over Zp and p-regular sequences, C. R. Math. 349
(2011), 947�952.

[4] B. Sobolewski, The 2-adic valuation of generalized Fibonacci sequences with an application
to certain diophantine equations, preprint: arXiv:1702.05819v1 (2017).
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GRUPY SKO�CZONE Z W�ASNO�CI� PP-BAZOW�

Agnieszka Stocka

Instytut Matematyki, Uniwersytet w Biaªymstoku
stocka@math.uwb.edu.pl

Niech G b¦dzie grup¡ sko«czon¡. Element grupy G, którego rz¡d jest pot¦g¡ liczby
pierwszej, b¦dziemy nazywa¢ pp-elementem. Powiemy, »e grupa G ma wªasno±¢:

• B (Bpp), je±li wszystkie jej minimalne zbiory generatorów (pp-generatorów) s¡ rów-
noliczne,

• bazow¡ (pp-bazow¡), je±li wszystkie jej podgrupy maj¡ wªasno±¢ B (Bpp).

Pierwsze rezultaty dotycz¡ce grup z wªasno±ci¡ bazow¡ pojawiªy si¦ w pracy [1]. Opis
wszystkich grup sko«czonych z t¡ wªasno±ci¡ mo»na znale¹¢ w pracach [4] i [2]. Celem re-
feratu jest przedstawienie opisu grup sko«czonych z wªasno±ci¡ pp-bazow¡. Prezentowane
rezultaty pochodz¡ z pracy [3].

[1] P.R. Jones, Basis properties for inverse semigroups, J. Algebra 50 (1978), 135�152.

[2] J. Krempa, A. Stocka, On some sets of generators of �nite groups, J. Algebra 405 (2014),
122�134.

[3] J. Krempa, A. Stocka, On �nite groups with pp-basis property, Bull. Aust. Math. Soc. 91(2)
(2015), 241-249.

[4] J. McDougall-Bagnall, M. Quick, Groups with the basis property, J. Algebra 346 (2011),
332�339.
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O WALUACJACH 2-ADYCZNYCH WSPÓ�CZYNNIKÓW
CA�KOWITYCH POT�G SZEREGÓW FORMALNYCH

Maciej Ulas

Wydziaª Matematyki i Informatyki, Uniwersytet Jagiello«ski
maciej.ulas@uj.edu.pl

Niech (tn)n∈N b¦dzie ci¡giem Prouheta-Thuego-Morse'a zadanym rekurencyjnie wzo-
rami

t0 = 1, t2n = tn, t2n+1 = −tn,

za± T (x) =
∑∞

n=0 tnx
n oznacza jego funkcj¦ tworz¡c¡. Euler rozwa»aª ci¡g dodatnich liczb

caªkowitych (bn)n∈N, wyst¦puj¡cy w rozwini¦ciu

T (x)−1 =
∞∑
n=0

bnx
n.

Liczba bn ma naturaln¡ interpretacj¦ kombinatoryczn¡ i daje liczb¦ partycji n na sko«-
czone sumy pot¦g liczby 2. Churchhouse wykazaª, »e ν2(bn) = 1

2
(|tn − 2tn−1 + tn−2|) dla

n ≥ 2. Innymi sªowy, mamy dokªadne wyra»enie na 2-adyczn¡ waluacj¦ liczby bn. Wynik
ten jest punktem wyj±cia do badania wspóªczynników w rozwini¦ciu funkcji

T (x)−m =
∞∑
n=0

bm(n)xn,

gdzie m ∈ N+ jest ustalone. Tym razem liczba bm(n) jest równa liczbie partycji n na
sko«czone sumy pot¦g liczby 2, przy czym ka»dy ze skªadników w sumie mo»e przyjmowa¢
jeden z m kolorów. W pierwszej cz¦±ci wykªadu poka»¦, w jaki sposób mo»na uogólni¢
wynik Chourchhousa dla ci¡gu partycji binarnych dla m = 2s − 1, s ≥ 1, wyznaczaj¡c
jawny wzór na ν2(bm(n)).

W drugiej cz¦±ci wykªadu zajm¦ si¦ ogólnym problemem dotycz¡cym wyznaczania
2-adycznych waluacji wspóªczynników rozwini¦¢ caªkowitych pot¦g pewnych szeregów po-
t¦gowych o wspóªczynnikach {−1, 1}. Dokªadniej, niech F (x) =

∑∞
n=0 εnx

n ∈ Z[[x]]
i przypu±¢my, »e εn ∈ {−1, 1}. Zaprezentuj¦ kryterium, które przy pewnych dodat-
kowych zaªo»eniach dotycz¡cych ci¡gu (εn)n∈N pozwala na dokªadne wyznaczenie ci¡gu
2-adycznych waluacji wspóªczynników rozwini¦cia szeregu pot¦gowego

F (x)m =
∞∑
n=0

εm(n)xn,

gdzie m ∈ Z jest ustalone.
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NIEZDEGENEROWANY SKOK LICZBY MILNORA DLA
OSOBLIWO�CI BRIESKORNA-PHAMA

Justyna Walewska

Wydziaª Matematyki i Informatyki, Uniwersytet �ódzki
walewska@math.uni.lodz.pl

Skok liczby Milnora izolowanej osobliwo±ci f0 jest minimaln¡ niezerow¡ ró»nic¡ po-
mi¦dzy liczb¡ Milnora osobliwo±ci f0 a liczb¡ Milnora jednej z jej deformacji fs. W przy-
padku, gdy deformacja jest niezdegenerowana, skok ten jest nazywany skokiem niezdege-
nerowanym f0. Podajemy indukcyjny algorytm na obliczanie skoku niezdegenerowanego
dla dogodnej osobliwo±ci f0 z jedn¡ n− 1 wymiarow¡ ±cian¡ jej diagramu Newtona. Pre-
zentowane wyniki s¡ wspólne z Tadeuszem Krasi«skim.

[1] T. Krasi«ski, J. Walewska Non-degenerate jump of Milnor numbers of Brieskorn-Pham sin-
gularities (wysªana do Topology and its Applications).
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O GRUPACH ADDYTYWNYCH (��CZNYCH) PIER�CIENI
PRZEMIENNYCH

Mateusz Woronowicz

Uniwersytet w Biaªymstoku
mworonowicz@math.uwb.edu.pl

Jednym z podstawowych zagadnie« zwi¡zanych z badaniem grup addytywnych pier-
±cieni jest problem opisu grup abelowych, które wraz z dowolnym okre±lonym na nich
dwuliniowym dziaªaniem tworz¡ pier±cie« nale»¡cy do ustalonej klasy. Do najwa»niej-
szych klas pier±cieni z pewno±ci¡ mo»na zaliczy¢ klas¦ pier±cieni przemiennych. Naturalne
wydaj¡ si¦ wi¦c badania dotycz¡ce struktury grup abelowych b¦d¡cych grupami addytyw-
nymi wyª¡cznie takich pier±cieni. Studiowanie sygnalizowanego zagadnienia zainicjowaª
S. Feigelstock w pracy Additive groups of commutative rings (zob. [6]). Obiekt swych
bada« okre±liª mianem CR-grupy. Wprowadziª on tak»e poj¦cie ACR-grupy, czyli grupy
abelowej speªniaj¡cych warunek CR ograniczony do klasy pier±cieni ª¡cznych, oraz wy-
kazaª, »e CR-grupy stanowi¡ wªa±ciw¡ podklas¦ klasy ACR-grup. Badania Feigelstocka
kontynuowali R.R. Andruszkiewicz i M. Woronowicz, co zaowocowaªo publikacj¡ On ad-
ditive groups of associative and commutative rings (zob. [3]), zawieraj¡c¡ uzupeªnienia
rezultatów osi¡gni¦tych przez Feigelstocka oraz nowe wyniki dotycz¡ce zwªaszcza grup
addytywnych ª¡cznych pier±cieni przemiennych.

W trakcie referatu zostan¡ krótko omówione najwa»niejsze twierdzenia pochodz¡ce
z dwóch wspomnianych wy»ej prac. Ponadto przedstawione zostan¡ liczne przykªady
(A)CR-grup oraz zastosowania prezentowanej teorii do opisu TI-grup, czyli grup abe-
lowych, które wraz z dowolnym ª¡cznym rozdzielnym wzgl¦dem dodawania mno»eniem
tworz¡ pier±cie« �lialny.

[1] R.R. Andruszkiewicz, The classi�cation of integral domains in which the relation of being an
ideal is transitive, Comm. Algebra 31 (2003), 2067�2093.

[2] R.R. Andruszkiewicz, M. Woronowicz, On TI-groups, Recent Results in Pure and Applied
Mathematics, Podlasie 2014 (A. Gomoli«ska, A. Grabowski, M. Hryniewicka, M. Kacprzak,
E. Schmeidel Ed(s).), Biaªystok Technical University Publishing O�ce, 2014, 33�41.

[3] R.R. Andruszkiewicz, M. Woronowicz, On additive groups of associative and commutative
rings, Quaest. Math. (2017), (in print).

[4] S. Feigelstock, Additive groups of rings. Vol. 1, Pitman Advanced Publishing Program, Bo-
ston, 1983.

[5] S. Feigelstock, Additive groups of rings. Vol. 2, Research Notes in Mathematics 169, Longman,
London, 1988.

[6] S. Feigelstock, Additive groups of commutative rings, Quest. Math. 23 (2000), 241�245.

[7] L. Fuchs, In�nite abelian groups volume 1, Academic Press, New York, London, 1970.

[8] L. Fuchs, In�nite abelian groups volume 2, Academic Press, New York, London, 1973.

[9] M. Woronowicz, A note on additive groups of some speci�c associative rings, Ann. Math. Sil.
30 (2016), no. 1, 219�229.
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ON SOME CANCELLATION ALGORITHMS
(ALGORYTMY SITOWE)

Maciej Zakarczemny

Politechnika Krakowska
mzakarczemny@pk.edu.pl

De�nuj¦ bf (n) jako najmniejsz¡ d ∈ N tak¡, »e liczby f(n1, n2, . . . , nm), gdzie
n1 +n2 + . . .+nm ≤ n s¡ niepodzielne przez d. Dla wybranych funkcji f : Nm → N znajd¦
warto±ci elementów ci¡gu (bf (n))n∈N lub podam inn¡ jego charakteryzacj¦.
Browkin i Cao [3] pokazali, »e dla funkcji f : N2 3 (n1, n2)→ n2

1 +n2
2 ∈ N, ci¡g (bf (n))n∈N

to rosn¡cy ci¡g kolenych bezkwadratowych liczb naturalnych, b¦d¡cych iloczynami liczb
pierwszych przystaj¡cych do 3 modulo 4.
W swoim refaracie przedstawi¦ wyniki z trzech prac [9], [10],[11], dotycz¡ce nast¦puj¡cych
funkcji:

f1(n1) = nk1, k ≥ 2, f2(n1, n2, . . . , nm) = n1n2·. . .·nm, m ≥ 2, f3(n1, n2, n3) = n2
1+n

2
2+n

2
3,

f4(n1, n2, n3, n4) = n2
1 + n2

2 + n2
3 + n2

4, f5(n1, n2) = nj1 + nj2, j > 3, nieparzyste.

Dla funkcji f : N2 3 (n1, n2) → n3
1 + n3

2 ∈ N, charakteryzacja ci¡gu (bf (n))n∈N mo»e by¢
podana u»ywaj¡c wielomianów permutacyjnych sko«czonego, przemiennego, pier±cienia
ilorazowego Z/mZ. W szczególnych przypadkach funkcji f podam dolne i górne ograni-
czenia na warto±ci elementów ci¡gu (bf (n))n∈N.

[1] L.K. Arnold, S.J. Benkoski and B.J. McCabe, The discriminator (a simple application of
Bertrand's postulate), Amer. Math. Monthly 92 (1985), 275-277.

[2] P. S. Bremser, P.D. Schumer, L.C. Washington, A note on the incongruence of consecutive
integers to a �xed power, J. Number Theory 35 (1990), 105-108.

[3] J. Browkin, H-Q. Cao, Modi�cations of the Eratosthenes sieve, Colloq. Math. 135 (2014),
127-138.

[4] S. Haque and J. Shallit Discriminators and k-regular sequences INTEGERS 16 (2106), Paper
A76.

[5] P. Moree and G.L. Mullen, Dickson polynomial discriminators, J. Number Theory 59 (1996),
88-105.

[6] P. Moree and A. Zumalacaárregui, Salajan's conjecture on discriminating terms in an expo-
nential sequence, J. Number Theory 160 (2016), 646-665.

[7] W. Sierpi«ski, Elementary Theory of numbers, Ed. by A. Schinzel, North-Holland (1988).

[8] Zhi-Wei Sun, On funtions taking only prime values, J. Number Theory 133 (2013),
2794-2812.

[9] A. Tomski, M. Zakarczemny, On some cancellation algorithms, NNTDMM 23 (2017),
101-114.

[10] M. Zakarczemny, On some cancellation algorithms, II, CzT to appear.

[11] M. Zakarczemny, On some cancellation algorithms, III, to appear.

[10] M. Zieve, A note on the discriminator, J. Number Theory 73 (1998), 122-138.
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PORÓWNANIE RÓ�NYCH KONSTRUKCJI UOGÓLNIONYCH
NAKRY� OPARTYCH NA UNIWERSALNEJ PRZESTRZENI �CIE�EK

Andreas Zastrow

Instytut Matematyki, Uniwersytet Gda«ski
zastrow@mat.ug.edu.pl

Pomysª, aby uogólni¢ teori�e nakry¢, jest do±¢ stary. Pierwsz�a prac�e proponuj�ac�a kon-
strukcj�e w tym sensie napisano ju» w latach sze±¢dziesi�atych XX w. Odt�ad, zale»nie od
tego, jakie wªasno±ci klasycznych nakry¢ powinny by¢ utrzymane, a z jakich mo»na zre-
zygnowa¢, przedstawiono kilka nierównowa»nych de�nicji. Jedna z nich oparta jest na
pomy±le wykorzystania w zasadzie tej samej, co w klasycznym przypadku, konstruk-
cji przez �uniwersaln�a przestrze« ±cie»ek� [2] i jednoczesnym zaakceptowaniu przestrzeni
speªniaj�acych sªabsze warunki. W tej koncepcji dotycz�acej uogólnionych przestrzeni na-
krywaj�acych, dla których proponowano ró»ne sposoby zde�niowania topologii, istotne
byªo to, by w klasycznym lokalnie ªukowo spójnym i póªlokalnie jednospójnym przypadku
otrzymywa¢ t�e sam�a topologi�e klasycznych przestrzeni nakrywaj�acych. Podprzestrze« uni-
wersalnej przestrzeni ±cie»ek zawieraj�aca te ±cie»ki, które wracaj�a do punktu bazowego,
jest grup�a podstawow�a, która pocz�awszy od pracy Bissa ([1]) z 2002 r. jest rozpatry-
wana jako obiekt maj�acy oprócz swojej algebraicznej struktury równie» struktur�e topolo-
giczn�a. Praca Bissa, chocia» zawiera kilka bª�edów, mo»e dlatego liczy¢ si�e jako wpªywowa;
a obiekt zaproponowany przez niego, grupa podstawowa topologiczna, byª odt�ad dysku-
towany w kilku pracach i uogólniony do wy»szych wymiarów (chocia» teraz znany jest
jako grupa quasitopologiczna). Znamy co najmniej pi�e¢ ró»nych de�nicji pozwalaj�acych
topologizowa¢ uniwersaln�a przestrze« ±cie»ek celem otrzymania uogólnionych przestrzeni
nakrywaj�acych. Pierwsze trzy z tych topologii, pochodz�ace z prac [1], [2] & [4], ju» po-
równane w pracy [5]; i, o ile to nie byªo proponowane w oryginalnej de�nicji, rozszerzony
od grupy podstawowej do uogólnionej przestrzeni ±cie»ek. Gªównym celem tego referatu
b�edzie przedstawienie de�nicji czwartej topologii, jej rozszerzenia do uogólnionej prze-
strzeni ±cie»ek, i wyniki porównywania tej topologii z tymi, które ju» byªy dyskutowane
w pracy [5]. To jest now�a wspóln�a prac�a z �ig�a Virkiem (IST Austria) [6]. Ta czwarta
topologia byªa dla grupy podstawowej skonstruowana w pracy [7] przez Brazasa jako sªab-
sza od topologii Bissa, ale w±ród tych najbogatsza, która upewnia, »e grupa podstawowa
jeszcze b�edzie grup�a topologiczn�a. Wyniki z pracy [5] b�ed�e do pewnego stopnia powtarza¢,
a, o ile czasu wystarczy, mog�e te» doª�aczy¢ do referatu moj�a oryginaln�a motywowacj�e, aby
skonstruowa¢ uogólnione przestrzenie nakrywaj�ace z pracy [3], która byªa zagadnieniem
algebraicznym.

[1] D.K. Biss, The topological fundamental group and generalized covering spaces, Topology Appl.
124 (2002), 355�371.

[2] W.A. Bogley, A.J. Sieradski, Universal path spaces, preprint;
http://oregonstate.edu/∼bogleyw/.

[3] H. Fischer, A. Zastrow, Generalized universal covering spaces and the shape group, Fund.
Math. 197 (2007), 167�196.

[4] N. Brodsky, J. Dydak, B. Labuz, A. Mitra, Covering maps for locally path connected spaces,
Fund. Math. 218 (2012), 13�46
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NOWE PODEJ�CIE DO FORM NORMALNYCH P�ASKICH PÓL
WEKTOROWYCH

Henryk �oªa�dek

Uniwersytet Warszawski
zoladek@mimuw.edu.pl

Podstawowym problemem przy redukcji kieªka V pola wektorowego w punkcie oso-
bliwym przy pomocy kieªków lokalnych dyfeomor�zmów jest opisanie obrazu operatora
doª�aczonego adV na przestrzeni formalnych pól wektorowych. Wraz z E. Stró»yn�a roz-
win�eli±my now�a metod�e rozwi�azania tego problemu w 2-wymiarowym przypadku. Polega
ona na zredukowaniu go do dwóch 1-wymiarowych zagadnie«. Dokªadniej, rozkªadamy
formalne pola wektorowe na cz�e±¢ transwersaln�a do V i na cz�e±¢ styczn�a do V . Obrazy
odpowiednich 1-wymiarowych operatorów okazuj�a si�e by¢ opisane w terminach okresów
pewnych caªek Schwarza-Christo�ela.

Stosuj�ac nasze podej±cie, rozwi�azali±my stary problem uzupeªnienia formy normalnej
Takensa dla nilpotentnych osobliwo±ci. Ponadto, ostatnio udaªo si�e uzyska¢ kompletn�a
list�e normalnych form dla osobliwo±ci z jednorodn�a kwadratow�a cz�e±ci�a wiod�ac�a.


