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Niech k b¦dzie ciaªem algebraicznie domkni¦tym charakterystyki zero. Niech F =
(F1, . . . , Fn) : kn → kn b¦dzie odwzorowaniem wielomianowym i niech JF oznacza macierz
Jacobiego odwzorowania F . Hipoteza Jakobianowa mówi, »e je±li det(JF ) = const 6= 0, to
F jest globalnie odwracalne i odwzorowanie odwrotne równie» jest wielomianowe. Klasy-
czne ju» twierdzenie Campbella [2] mówi, »e odwzorowanie wielomianowe o staªym jako-
bianie takie, »e k(F1, . . . , Fn) ⊂ k(X1, . . . , Xn) jest rozszerzeniem Galois, jest automor-
�zmem wielomianowym.

W 2011 T. Crespo i Z. Hajto uogólnili twierdzenie Campbella [3] formuªuj¡c równowa»-
n¡ wypowied¹ Hipotezy Jakobianowej w j¦zyku teorii Picarda�Vessiota. Teori¦ Picarda�
Vessiota mo»na opisa¢ jako ró»niczkow¡ teori¦ Galois dla równa« ró»niczkowych liniowych
jednorodnych. Ich rezultaty dostarczaj¡ kryterium wykorzystuj¡cego poj¦cie wro«skianu
uogólnionego i pozwalaj¡cego bada¢, czy dane odwzorowanie wielomianowe F : kn → kn,
gdzie k jest ciaªem algebraicznie domkni¦tym charakterystyki zero, o staªym niezerowym
jakobianie jest automor�zmem wielomianowym. Jednak»e efektywno±¢ tego kryterium jest
ograniczona z uwagi na du»¡ liczb¦ wro«skianów, które nale»y rozwa»y¢, gdy n jest du»e.
Celem referatu jest zaprezentowanie uproszczonej wersji kryterium wro«skianowego. Aby
uzasadni¢, »e odwzorowanie wielomianowe F : kn → kn o staªym niezerowym jakobianie
jest automor�zmem wielomianowym, wystarczy rozwa»y¢ 1

2
n2(n+ 1)− n wyznaczników.

Prezentowane wyniki pochodz¡ ze wspólnej pracy z P. Bogdanem i Z. Hajto [1].

[1] E. Adamus, P. Bogdan, Z.Hajto, An e�ective approach to Picard-Vessiot theory and the
Jacobian Conjecture (2015), submitted.

[2] L.A. Campbell, A condition for a polynomial map to be invertible, Math. Annalen 205 (1973),
243-248.

[3] T. Crespo, Z. Hajto, Picard-Vessiot theory and the Jacobian problem, Israel Journal of Math-
ematics 186 (2011), 401-406.
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Niech R b¦dzie pier±cieniem ª¡cznym. Pier±cie« R jest nazywany T -nilpotentnym pra-

wostronnie (patrz: [1]), je±li dla ka»dego ci¡gu {ai}∞i=1 jego elementów istnieje liczba
caªkowita n taka, »e

anan−1 · · · a1 = 0.

Klasa pier±cieni T -nilpotentnych prawostronnie jest domkni¦ta wzgl¦dem podpier±cieni,
obrazów homomor�cznych, rozszerze« oraz sum prostych. Pier±cie« R jest T -nilpotentny
prawostronnie wtedy i tylko wtedy, gdy ka»dy jego niezerowy obraz homomor�czny ma
niezerowy anihilator prawostronny. Klasa pier±cieni T -nilpotentnych prawostronnie we
wªa±ciwy sposób zawiera si¦ mi¦dzy klas¡ pier±cieni nilpotentnych a klas¡ pier±cieni lokal-
nie nilpotentnych.

Pier±cie« R jest nazywany r-nilpotentnym (patrz: [2]), je±li dla ka»dego ci¡gu {ai}∞i=1

jego elementów istniej¡ permutacja {a%(i)}∞i=1 oraz liczba caªkowita n takie, »e

a%(n)a%(n−1) · · · a%(1) = 0.

Pier±cie« R jest nazywany M-nilpotentnym (patrz: [3]), je±li dla ka»dego ci¡gu dwu-
stronnego {ai | i ∈ Z} jego elementów istniej¡ liczby caªkowite m, k (k ≥ 0) takie,
»e

amam+1 · · · am+k = 0.

Ka»dy pier±cie« T -nilpotentny prawostronnie jest M -nilpotentny. Zbiór mannR = {a ∈
R | RaR = 0} jest nazywany anihilatorem ±rodkowym pier±cienia R. Pier±cie« R jest
M -nilpotentny wtedy i tylko wtedy, gdy ka»dy jego niezerowy obraz homomor�czny ma
niezerowy anihilator ±rodkowy.

Referat zawiera nowe wyniki autora o nil pier±cieniach, w których wszystkie podpier±-
cienie wªa±ciwe s¡ X-nilpotentnymi, gdzie X ∈ {T, r,M}.

[1] H. Bass, Finitistic dimension and homological generalization of semi-primary rings, Trans.
Amer. Math. Soc. 95 (1960), 466�488.

[2] B.J. Gardner, Some nil ring properties related T -nilpotence, Bull. Austral. Math. Soc. 46
(1992), 519�523.

[3] A.D. Sands, On M -nilpotent rings, Proc. Royal Soc. Edinburgh 93A (1982), 63�70.
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Jak pokazano w [1], klas¦ sprz¦»ono±ci odometru (ang. (binary) adding machine)
tworz¡ wszystkie automor�zmy poziomowo przechodnie (ang. level-transitive (spherically
homogeneous)). Okre±limy (jawnie) klas¦ sprz¦»ono±ci oraz domkni¦cie normalne odometru
w grupie automor�zmów drzewa 2-adycznego z korzeniem w notacji Kaªu»nina [2]. Po-
damy równie» kilka wªasno±ci.

[1] S. Sidki, Regular Trees and their Automorphisms, Monogra�as de Matemática, 56, Instituto
de Matemática Pura e Aplicada, Rio de Janeiro, 1998.

[2] L. Kaloujnine, "Uber eine Verallgemeinerung der p-Sylow-gruppen symmetrischer Gruppen,
Acta Math. Acad. Sci. Hungar., 2(1951), 197-221. (in Russian, German summary)
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Niech L b¦dzie algebr¡, a A jej niepustym podzbiorem. Dla danej liczby kardynal-
nej κ mówimy, »e zbiór A jest κ�algebraizowalny, je±li A ∪ {0} zawiera κ-generowan¡
algebr¦. Je±li κ > ω, to A jest κ algebraizowalny wtedy i tylko wtedy gdy zawarta
w A ∪ {0} algebra jest κ�wymiarow¡ przestrzeni¡ liniow¡. Mówimy ponadto, »e A jest
silnie κ-algebraizowalny, gdy A ∪ {0} zawiera woln¡ algebr¦ o κ generatorach. Problem
algebraizowalno±ci pewnych klas funkcji, w naturalny sposób pojawiaj¡cych si¦ w analizie
matematycznej, byª intensywnie badany w ci¡gu ostatnich kilkunastu lat. Jednak dopiero
niedawno pojawiªy si¦ prace o 2c�algebraizowalno±ci lub silnej 2c�algebraizowalno±ci pod-
zbiorów RR lub CC. Praca [1] zawiera pierwsze twierdzenia o silnej 2c�algebraizowalno±ci
pewnych klas funkcji udowodnione w ZFC. Dowody oparte s¡ na nast¦puj¡cym, podsta-
wowym dla kolejnych rezultatów twierdzeniu:

Twierdzenie 1 bf 1 Niech X b¦dzie zbiorem o mocy κ, gdzie κ jest liczb¡ kardynaln¡

speªniaj¡c¡ warunek κω = κ. Niech dalej I b¦dzie podzbiorem R lub C o niepustym wn¦trzu.

Wówczas istnieje wolna algebra w RX lub CX o 2κ generatorach {fξ : ξ < 2κ} taka, »e dla
ka»dego wielomianu P k-zmiennych bez wyrazu wolnego, P (fξ1 , ..., fξk) odwzorowuje X na

P (Ik).

Szkic dowodu: Niech Y = ([0, 1] × κ)N i niech {Aξ : ξ < 2κ} b¦dzie rodzin¡ niezale»n¡

w P(κ). Dla ka»dego ξ < 2κ de�niujemy f̄ξ(t1, y1, t2, y2, ...) =
∞∏
n=1

t
χAξ (yn)
n . Niech dalej

φ : X → Y i ψ : [0, 1]→ I b¦d¡ bijekcjami. Wówczas generatorami konstruowanej algebry
s¡ funkcje fξ = ψ ◦ f̄ξ ◦ φ.

U»ywaj¡c powy»szego twierdzenia dowodzimy mi¦dzy innymi siln¡ 2c�algebraizowalno±¢
nast¦puj¡cych zbiorów:

• funkcji doskonale wsz¦dzie suriektywnych na C;

• funkcji silnie wsz¦dzie suriektywnych na C;

• nigdzie ci¡gªych funkcji Darboux na R;

• funkcji, dla których zbiorem punktów ci¡gªo±ci jest ustalony zbiór typu Gδ

o c�g¦stym dopeªnieniu.

Twierdzenie 1 zostaªo ostatnio istotnie uogólnione w pracy [2].

[1] A. B., S. Gª¡b, A. Paszkiewicz, Large free linear algebras of real and complex functions, Linear
Algebra Appl. 438 (2013), no. 9, 3689�3701.

[2] T. Banakh, A. B., S. Gª¡b, Large free sets in powers of universal algebras, Algebra Univers.
71 (2014) 23�29.
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W ci¡gu ostatnich 15 pojawiªo i staªo si¦ bardzo popularne w±ród matematyków z wielu
o±rodków naukowych, nowe poj¦cie wielko±ci zbioru. Mianowicie, zbiór A ⊆ L (gdzie
L jest przestrzeni¡ liniow¡, algebr¡, przestrzeni¡ Banacha) mo»na nazwa¢ du»ym, je»eli
A∪{0} zawiera struktur¦ algebraiczn¡ du»ej liczby koniecznych generatorów. Idea ta stoi
za nast¦puj¡cymi poj¦ciami:

De�nicja 1 Niech κ b¦dzie liczb¡ kardynaln¡, L b¦dzie przemienn¡ algebr¡ oraz A ⊆ L.
Powiemy, »e A jest:

1. κ-algebraizowalny, je»eli A ∪ {0} zawiera κ-generowan¡ algebr¦ B;

2. silnie κ-algebraizowalny, je»eli A ∪ {0} zawiera κ-generowan¡ algebr¦ woln¡ B.

W ostatnich latach opublikowano du»¡ liczb¦ artykuªów naukowych w tej tematyce,
pokazuj¡cych wyniki dotycz¡ce algebraizowalno±ci wielu zbiorów naturalnie pojawiaj¡-
cych si¦ w analizie matematycznej. Zwa»ywszy na ten fakt, wydaje si¦, »e obecnie naj-
bardziej po»¡danymi wynikami s¡ ogólne metody obejmuj¡ce znane ju», jak i pozwalaj¡ce
tworzy¢ nowe konstrukcje. W prezentowanym referacie opisane zostan¡ dwie metody:
niezale»nych zbiorów Bernsteina oraz exponential like, dzi¦ki którym mo»na udowod-
ni¢ wiele wyników dotycz¡cych algebraizowalno±ci i silnej algebraizowalno±ci podzbiorów
algebr RR,CCRN, C[0, 1], `∞. Spo±ród zaprezentowanych aplikacji tych metod, znaczna
wi¦kszo±¢ jest najlepszym mo»liwym wynikiem w terminach skomplikowania budowanej
struktury algebraicznej oraz mocy zbioru generatorów tej»e struktury (w wi¦kszo±ci przy-
padków c lub 2c).

[1] A. Bartoszewicz, M. B., M. Filipczak, S. Gª¡b, Strong c-algebrability of strong Sierpi«ski-
Zygmund, smooth nowhere analytic and other sets of functions, J. Math. Anal. Appl. 412
(2014), no. 2, 620�630.

[2] A. Bartoszewicz, M. B., S. Gª¡b, Independent Bernstein sets and algebraic constructions,
J. Math. Anal. Appl. 393 (2012) 138�143.

[3] A. Bartoszewicz, M. B., S. Gª¡b, Lineability, algebrability and strong algebrability of some
sets in RR and CC, Traditional and present-day topics in real analysis, 213�232, Faculty of
Mathematics and Computer Science, University of �ód¹, �ód¹, 2013.
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Jako grupy uniwersalne wzgl¦dem zanurze« dla klas rezydualnie�p grup, p�podgrupy
Sylowa w grupach automor�zmów drzew p�adycznych z korzeniem s¡ znacz¡cymi i sze-
roko znanymi przykªadami pro�p grup. W szczególno±ci wszystkie znane przykªady grup
rezydualnie sko«czonych typu Burnside'a mog¡ by¢ zanurzone w odpowiedni¡ p�podgrup¦
Sylowa P∞, a wi¦kszo±¢ z nich zostaªa wprost skonstruowana jako podgrupy tej grupy.
Z tego powodu struktura i wªasno±ci grupy P∞ pozostaj¡ interesuj¡cym przedmiotem
bada«.

W referacie omówione b¦d¡ konstrukcja oraz wªasno±ci grupy P∞, a tak»e scharak-
teryzowane zostan¡ wybrane jej podgrupy. W szczególno±ci, za pomoc¡ odpowiedniej
reprezentacji elementów grupy P∞ [2], umo»liwiaj¡cej ich cz¦±ciowe uporz¡dkowanie,
zde�niowane i omówione zostan¡ tzw. podgrupy ideaªowe. Referat obejmuje zarówno
przegl¡d znanych wyników, jak i prezentacj¦ wyników pracy autorki i V. Sushchansky'ego
opublikowanych w [1].

[1] A. Bier, V. Sushchansky, Kaluzhnin's representations od Sylow p-subgroups of automorphism
groups of p-adic rooted trees, Algebra Discr. Math. 19 (2015), no.1.

[2] L. Kaluzhnin, Sur le groupe P∞ des tableaux in�nis, C. R. Math. Rep. Acad. Sci. 224 (1947),
1097�1092.
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Hipoteza jakobianowa mówi, »e je»eli dla zadanego odwzorowania wielomianowego
F : kn → kn (gdzie k jest ciaªem charakterystyki 0) jakobian jest niezerow¡ staª¡ to F jest
globalnie odwracalne oraz F−1 jest równie» odwzorowaniem wielomianowym.

Opisanie hipotezy jakobianowej w j¦zyku teorii Picarda-Vessiota (tak jak w pracy [1])
daje narz¦dzie do efektywnego sprawdzania, czy hipoteza jest prawdziwa dla zadanego od-
wzorowania wielomianowego, bez potrzeby odwracania odwzorowania. Tym narz¦dziem
jest kryterium wro«skianowe.

W trakcie prac nad artykuªem [2] powstaªy programy napisane w ró»nych ±rodowiskach
algebry obliczeniowej: Sage, Maple oraz Magma. W moim referacie poka»¦, jakie mecha-
nizmy poszczególnych ±rodowisk s¡ pomocne w obliczeniach wykorzystuj¡cych kryterium
wro«skianowe. Opowiem w jaki sposób mo»na przyspieszy¢ obliczenia wykorzystuj¡c
obliczenia równolegªe oraz ª¡czenie zalet poszczególnych ±rodowisk algebry symbolicznej.
Przedstawi¦ obliczenia dla konkretnych przykªadów.

[1] T. Crespo, Z. Hajto, Picard-Vessiot theory and the Jacobian problem, Israel Journal of Math-
ematics 186 (2011), 401-406.

[2] E. Adamus, P. Bogdan, Z. Hajto, An e�ective approach to Picard-Vessiot theory and the
Jacobian Conjecture (2015), submitted.
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Niech f = (f1, . . . , fn) : (Cn, 0) → (Cn, 0) b¦dzie odwzorowaniem holomor�cznym
sko«czonym speªniaj¡cym f(0) = 0. Wykªadnikiem �ojasiewicza �(f) odwzorowania f
nazywamy

�(f) := inf {q ∈ Q+ : ‖f(z)‖ > C · ‖z‖q, dla pewnego C > 0 i wszystkich z bliskich 0} .

J. Ch¡dzy«ski [1, dla n = 2] oraz A. Pªoski [4, dowolne n] udowodnili nast¦puj¡c¡
nierówno±¢ wi¡»¡c¡ �(f) z krotno±ci¡ geometryczn¡ m(f) odwzorowania f :

max
16i6n

(ordfi) 6 �(f) 6 m(f)−
∏

16i6n

ordfi + max
16i6n

(ordfi).

W trakcie referatu przedstawimy uogólnienie powy»szego wzoru (uzyskane wspólnie
z T. Rodakiem) na szerok¡ klas¦ (noetherowskich przemiennych) pier±cieni lokalnych
(R,m). Punktem wyj±cia naszych rozwa»a« jest równowa»na de�nicja wykªadnika �o-
jasiewicza �(I) ideaªum-prymarnego I C R podana przez M. Lejeune-Jalabert i B. Teissie-
ra [3]. De�nicja ta jest wyra»ona w terminach caªkowitego domkni¦cia ideaªu I (zob. [2]);
rol¦m(f) odgrywa za± klasyczna krotno±¢ Hilberta�Samuela e(I) ideaªu I. Nadmieniamy,
»e oszacowania powy»szego typu na �(f), jako stosunkowo proste do wyliczenia w sposób
algorytmiczny, znajduj¡ zastosowanie w konstruktywnych wersjach lokalnego Nullstellen-
satza.

[1] Jacek Ch¡dzy«ski. On the order of an isolated zero of a holomorphic mapping, Bull. Polish
Acad. Sci. Math., 31(3-4) (1983), 121�128.

[2] Craig Huneke i Irena Swanson. Integral closure of ideals, rings, and modules, London Math-
ematical Society Lecture Note Series, 336, Cambridge University Press, Cambridge, 2006.

[3] Monique Lejeune-Jalabert i Bernard Teissier. Clôture intégrale des idéaux et équisingularité,
Ann. Fac. Sci. Toulouse Math. (6), 17(4) (2008), 781�859. With an appendix by Jean-
Jacques Risler. An updated version of: Clôture intégrale des idéaux et équisingularité. Centre
de Mathématiques, Université Scienti�que et Medicale de Grenoble (1974).

[4] Arkadiusz Pªoski. Sur l'exposant d'une application analytique. I, Bull. Polish Acad. Sci.
Math., 32(11-12) (1984), 669�673.
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Pierwsza cz¦±¢ wykªadu to opis ksztaªtowania si¦ polskich towarzystw naukowych
w II poªowie XIX wieku oraz próba oceny ich roli oraz w percepcji matematyki. Nast¦p-
nie przedstawiona zostanie informacja o polskich podr¦cznikach oraz wykªadach z algebry
i teorii wyznaczników w latach 1865-1890, prowadzonych na polskich uczelniach lub pub-
likowanych przez polskie towarzystwa naukowe.

Cz¦±¢ zasadnicza wykªadu b¦dzie dotyczy¢ pierwszego polskiego podr¦cznika z alge-
bry. Autorem monogra�i Zasady algebry wy»széj byª Wªadysªawa Zaj¡czkowskiego1, który
w swej akademickiej karierze miaª okazj¦ wykªada¢ na ka»dej z polskich uczelni drugiej
poªowy XIX wieku. We wst¦pie do ksi¡»ki autor napisaª �Jéj przeznaczeniem jest zaradze-
nie brakowi odpowiedniego dzieªa, któreby, jako podr¦cznik, mo»na poleci¢ sªuchaczom�.
Szczegóªowo zostan¡ omówione dwa fragmenty � szkic dowodu twierdzenia Bézouta o krzy-
wych algebraicznych oraz rozdziaª �Rozwi¡zywanie równa« algebraicznych�, w którym
mi¦dzy innymi zamieszczono dowód twierdzenia Abela-Ru�niego.

Ponadto b¦dzie mowa o wykªadzie Wªadysªawa Kretkowskiego2 �Teorya czwarków
Wiliama Hamiltona wraz z niektóremi zastosowaniami do geometryi�, który odbyª si¦ na
Uniwersytecie Lwowskim w roku akademickim 1882/83 oraz jego notatkach (datowanych,
w przybli»eniu, na 1870 rok), które s¡ starannie opracowanym wykªadem z podstaw klasy-
cznej teorii Galois. Informacje o tematyce wykªadu z teorii kwaternionów oraz klasy-
cznej teorii Galois pochodz¡ z niepublikowanych archiwaliów ze spu±cizny Wªadysªawa
Kretkowskiego.

1Wªadysªaw Zaj¡czkowski (1837-1898) � matematyk, absolwent, doktor i wykªadowca Uniwersytetu
Jagiello«skiego, profesor Carskiego Uniwersytetu w Warszawie, Politechniki we Lwowie; byª dziekanem
Wydziaªu In»ynierii oraz Wydziaªu Budownictwa Politechniki we Lwowie, dwukrotnie byª rektorem tej
uczelni, prowadziª równie» wykªady na Uniwersytecie we Lwowie. Zaj¡czkowski byª czªonkiem Akademii
Umiej¦tno±ci w Krakowie, Towarzystwa Nauk �cisªych w Pary»u oraz czªonkiem Rady Szkolnej Krajowej
w Galicji.

2Wªadysªaw Kretkowski (1840-1910) � absolwent paryskiej Sorbony (licencjat z matematyki) oraz
Szkoªy Dróg i Mostów w Pary»u. Prywatny docent Politechniki oraz Uniwersytetu we Lwowie; dok-
torat z matematyki obroniª na Uniwersytecie Jagiello«skim. Byª czªonkiem redakcji wydawanego do
dzi± �Czasopisma Technicznego� (Lwów, teraz Kraków). Ogromny maj¡tek w spadku zapisaª na rzecz
rozwoju krakowskiej matematyki. Bene�cjentami powstaªego dzi¦ki temu zapisowi �Funduszu im. dra
W. Kretkowskiego� byli mi¦dzy innymi: Hoborski, Leja, Rosenblatt, Sto»ek, Wilkosz, a szczególnie
Sleszy«ski. Uczestnik powstania styczniowego.
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Instytut Matematyki, Uniwersytet Jagiello«ski
slawomir.cynk@uj.edu.pl

Dla jednoparametrowej rodziny rozmaito±ci Calabi�Yau de�niujemy operator ró»nicz-
kowy zwany operatorem Picarda�Fuchsa, liniowy operator ró»niczkowy rz¦du cztery speª-
niany przez caªk¦ okresów. Rozmaito±ci Calabi�Yau s¡ trójwymiarowym odpowiednikiem
krzywych eliptycznych, Euler odkryª, »e caªki eliptyczne speªniaj¡ jednorodne, liniowe
równanie ró»niczkowe rz¦du dwa, którego jedyne rozwi¡zanie holomor�czne jest zadane
przez szereg hipergeometryczny. Operatory Picarda�Fuchsa odgrywaj¡ kluczow¡ rol¦ w Hi-
potezie Symetrii Lustrzanej.

Przedstawi¦ obliczenia operatorów Picarda�Fuchsa dla pewnych rodzin rozmaito±ci
Calabi�Yau, szczegóªowo omówi¦ przykªady z ró»nym zachowaniem punktów osobliwych,
w szczególno±ci punktówMaksymalnej Unipotentnej Monodromii (MUM). Podam przykªa-
dy bez punktów MUM oraz z trzema punktami MUM.

[1] S. Cynk, D. van Straten, Calabi-Yau conifold expansions. Arithmetic and geometry of K3
surfaces and Calabi-Yau threefolds, 499�515, Fields Inst. Commun., 67, Springer, New York,
2013.
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PEWNA MIARA ZEWN�TRZNA NA PIER�CIENIU PRZEMIENNYM

Dariusz Dudzik

Instytut Matematyki, Uniwersytet Pedagogiczny w Krakowie
dariusz.dudzik@gmail.com

Niech P ⊆ Spec(R) b¦dzie tak¡ rodzin¡ ideaªów pierwszych pier±cienia przemiennego
R z jedynk¡, »e ⋃

P = R \R×,

gdzie R× to zbiór elementów odwracalnych w R. Niech ponadto µ b¦dzie miar¡ nieujemn¡
na P . Miar¦ zewn¦trzn¡ µ∗ : 2R −→ [0,+∞] indukowan¡ przez µ de�niujemy w nast¦pu-
j¡cy sposób:

µ∗(A) = inf
S∈Ω(A)

µ(S),

gdzie
Ω(A) =

{
S ⊂ P : S jest zbiorem µ-mierzalnym,

⋃
S ⊇ A \R×

}
.

Okazuje si¦, »e µ∗ ma do±¢ interesuj¡ce wªasno±ci algebraiczne. W referacie omówimy
te wªasno±ci, podamy kilka naturalnych przykªadów miar µ∗ (przykªady b¦d¡ zwi¡zane,
m.in., z teori¡ liczb i teori¡ algebr Banacha) oraz przedstawimy pewne ogólne uwagi
dotycz¡ce zwi¡zków mi¦dzy miarami na pier±cieniu R i miarami na jego spektrum.

[1] M. F. Atiyah & I. G. MacDonald, Introduction to Commutative Algebra, Westview Press,
1994.

[2] H. Federer, Geometric Measure Theory, Springer, Berlin-Heidelberg-New York, 1969.

[3] W. Rudin, Functional Analysis, McGraw-Hill, 1991.
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O NIEKTÓRYCH ZASTOSOWANIACH SKO�CZENIE
WYMIAROWYCH ALGEBR LIE'GO LOKALNYCH GRUP LIE'GO

PRZEKSZTA�CE� PUNKTOWYCH

Vasyl Fedorchuk

Uniwersytet Pedagogiczny im. Komisji Edukacji Narodowej w Krakowie;
Instytut Problemów Stosowanych Mechaniki i Matematyki im. Jarosªawa Pidstryhacza

Narodowej Akademii Nauk Ukrainy we Lwowie
fedorchuk@up.krakow.pl

Planuj¦ omówi¢ niektóre zastosowania sko«czenie wymiarowych algebr Lie'go lokalnych
grup Lie'go przeksztaªce« punktowych w geometrii, teorii równa« ró»niczkowych oraz
w �zyce teoretycznej i matematycznej.

[1] S. Lie, F. Engel, Theorie der Transformationsgruppen: In 3 Bd., Bd 1�3, Teubner, Leipzig,
1888, 1890, 1893.

[2] G.W. Bluman, J. Cole, Similarity Methods for Di�erential Equations, Springer, Berlin, 1974.

[3] L.V. Ovsiannikov, Group Analysis of Di�erential Equations, Academic Press, New York,
1982.

[4] N.H. Ibragimov, Transformation Groups Applied to Mathematical Physics, Reidel, Boston,
1985.

[5] P.J. Olver, Applications of Lie Groups to Di�erential Equations, Springer-Verlag, New York,
1986.

[6] V.I. Fushchich, L.F. Barannik, and A.F. Barannik, Subgroup Analysis of Galilei and Poincaré
Groups and the Reduction of Nonlinear Equations(In Russian), Naukova Dumka, Kiev,1991.

[7] W.I. Fushchich, W.M. Shtelen, and N.I. Serov, Symmetry Analysis and Exact Solution of
Equations of Nonlinear Mathematical Physics., Kluver Academic Publisher, Dordrecht, 1993.

[8] W.I. Fushchych, A.G. Nikitin, Symmetries of Equations of Quantum Mechanics, Allerton
Press Inc., New York, 1994.
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W�ASNO�� STEINHAUSA I SUMY ALGEBRAICZNE ZBIORÓW

Maªgorzata Filipczak

Wydziaª Matematyki i Informatyki, Uniwersytet �ódzki
mal�l@math.uni.lodz.pl

Zaªó»my, »e 〈X,+, τ〉 jest grup¡ topologiczn¡. Mówimy, »e zbiór A ⊂ X ma wªasno±¢

Steinhausa gdy Int (A− A) 6= ∅.
W 1991 roku Crnjac, Gulja² i Miller wykazali, »e istnieje zwarty podzbiór prostej A

maj¡cy wªasno±¢ Steinhausa taki, »e A+A jest zbiorem brzegowym. W dowodzie wyko-
rzystali obserwacj¦, »e zbiór F = {0, 2, 6}, rozwa»any jako podzbiór grupy Z7 speªnia
warunek F −7 F = Z7 mimo, »e F +7 F 6= Z7.

Poszukiwania podzbiorów grup Zp o du»ych ró»nicach i maªych sumach okazaªy si¦
mie¢ dªug¡ histori¦ si¦gaj¡c¡ Sophie Piccard. Poka»emy, »e:

• Je»eli p ≥ 6 to istnieje zbiór F speªniaj¡cy warunki

F −p F = Zp oraz F +p F 6= Zp.

• Je»eli p = 29, 31, 33 lub p ≥ 35 to istnieje zbiór F speªniaj¡cy warunki

F −p F = Zp oraz F +p F +p F 6= Zp.

Omówimy te» wyniki Haighta, Jacksona, Williamsona i Woodalla dotycz¡ce analogicz-
nych wyników dla k�sum przy k > 3.

[1] M. Crnjac, B. Gulja², H.I. Miller, On some questions of Ger, Grub and Kraljevi¢, Acta Math.
Hung. 57 (3-4) (1991), 253�257.

[2] J. A. Haight, Di�erence covers which have small k-sums for any k, Mathematika 20 (1973),
109�118.

[3] T. H Jackson, J. H. Williamson and D. R. Woodall, Di�erence-covers that are not k-sum-
covers. I, Proc. Camb. Phil. Soc. 72 (1972), 425-438.
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GEOMETRYCZNE REPREZENTACJE GRUPY GALOIS

Wojciech Gajda

Wydziaª Matematyki i Informatyki, Uniwersytet Adama Mickiewicza w Poznaniu
gajda@amu.edu.pl

Podczas wykªadu postaram si¦ przybli»y¢ sªuchaczom kilka zagadnie« wspóªczesnej
geometrii arytmetycznej. B¦dziemy mówili o rozmaito±ciach algebraicznych okre±lonych
nad dowolnym ciaªem K, o ich grupach kohomologii étale i o dziaªaniach absolutnej
grupy Galois. Najciekawsze z tych zagadnie« dotycz¡ przypadku, gdy K jest ciaªem liczb
wymiernych.
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RÓWNOWA�NO�� WITTA CIA� FUNKCJI NAD CIA�AMI
GLOBALNYMI I LOKALNYMI

Paweª Gªadki

Instytut Matematyki, Uniwersytet �l¡ski
pawel.gladki@us.edu.pl

W niniejszym referacie opiszemy równowa»no±¢ Witta ciaª funkcji algebraicznych nad
ciaªami globalnymi. Cz¦±¢ prezentowanych rezultatów przenosi si¦ w naturalny sposób na
ciaªa funkcji algebraicznych nad ciaªami lokalnymi. Podane zostan¡ liczne przykªady i za-
stosowania, za± prezentacja zagadnienia zostanie przeprowadzona z u»yciem teorii hiper-
ciaª, czy te» ogólniej algebr z wielowarto±ciowym dodawaniem. Jest to wspólna praca z
Murray'em Marshallem (University of Saskatchewan, Kanada).
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GRUPY WOLNE AUTOMORFIZMÓW PRZELICZALNYCH
STRUKTUR

Szymon Gª¡b

Instytut Matematyki, Politechnika �ódzka
szymon.glab@p.lodz.pl

Rozwa»amy nast¦puj¡ce poj¦cie wielko±ci dla podgrup S∞. Powiemy, »e G jest du»a
je±li zawiera woln¡ podgrup¦ c generatorów. Podamy warunek konieczny na to by struk-
tura A miaªa du»¡ grup¦ automor�zmów Aut(A). Dalej poka»emy, »e ka»da wolna przeli-
czalna podgrupa S∞ mo»e by¢ rozszerzona do wolnej grupy c generatorów. W ko«cu
poka»emy, »e je±li Gn s¡ przeliczalnymi grupami, to albo grupa

∏
n∈NGn jest du»a, albo∏

n∈NGn nie zawiera wolnej podgrupy ω1 generatorów.

[1] S. Glab, F. Strobin, Large free subgroups of automorphisms groups of ultrahomogeneous
spaces, praca przyj¦ta w Colloq. Math., http://im0.p.lodz.pl/∼sglab/szymon/Free.pdf
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ALGEBRAICZNE ALGEBRY NIEZMIENNIKÓW

Piotr Grzeszczuk

Wydziaª Informatyki, Politechnika Biaªostocka
piotrgr@pb.edu.pl

Element a algebry A nad ciaªem k nazywa si¦ algebraicznym, je±li f(a) = 0 dla
pewnego niezerowego wielomianu f(x) ∈ k[x]. Minimalny stopie« wielomianu f(x) nazywa
si¦ stopniem elementu a i oznacza degk(a). Algebr¦ A nazywa si¦ algebraiczn¡ je±li
degk(a) <∞ dla ka»dego a ∈ A. Je±li degk(A) = sup

a∈A
degk(a) <∞, to mówimy, »e A jest

algebraiczn¡ algebr¡ ograniczonego stopnia.
Je±li σ jest k-liniowym automor�zmem algebry A, to k-liniowe odwzorowanie δ : A→

A takie, »e δ(ab) = δ(a)b+σ(a)δ(b) dla dowolnych a, b ∈ A nazywa si¦ σ-ró»niczkowaniem
algebry A. Je±li istnieje parametr q ∈ k× taki, »e δσ = qσδ, to δ nazywa si¦ q-sko±nym
σ-ró»niczkowaniem. Podalgebr¦ Aδ = ker δ nazywa si¦ algebr¡ niezmienników (lub
staªych) σ-ró»niczkowania δ.

Gªównym celem b¦dzie przedstawienie zwi¡zków mi¦dzy algebraiczno±ci¡ algebr A
i Aδ przy pewnych naturalnych ograniczeniach na σ, δ oraz A. Gªównym wynikiem jest
nast¦puj¡ce twierdzenie:

Twierdzenie. Niech A b¦dzie póªpierwsz¡ k�algebr¡ z q�sko±nym σ�ró»niczkowaniem δ,
gdzie δ i σ s¡ algebraiczne nad k. Niech podalgebr¡ Aδ b¦dzie algebraiczna ograniczonego

stopnia i degk(A
δ) < card(k×). Wtedy

1. A jest algebr¡ algebraiczn¡ ograniczonego stopnia oraz sko«czon¡ sum¡ prost¡

algebr centralnych prostych.

2. je±li dodatkowo ciaªo k jest doskonaªe, to A jest sko«czenie wymiarowa nad k.

Przedstawione b¦d¡ zastosowania rezultatów o niezmiennikach sko±nych ró»niczkowa«
do algebr Banacha. Wyniki pochodz¡ z pracy [1] i wspóªautorskiej pracy z Je�rey'em
Bergenem [2]

Literatura

[1] P. Grzeszczuk, On the Jacobson radical of constants of derivations, J. Algebra 401 (2014),
62-75.

[2] J. Bergen and P. Grzeszczuk, Skew derivations with algebraic invariants of bounded degree,
(2015) Preprint
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ANIHILATORY W PIER�CIENIACH

Maªgorzata Jastrz¦bska

Instytut Matematyki i Fizyki, Uniwersytet Przyrodniczo-Humanistyczny w Siedlcach
majastrz2@wp.pl

Niech R b¦dzie pier±cieniem ª¡cznym, niekoniecznie przemiennym, z 1 6= 0. Zbiór Il(R)
wszystkich lewostronnych ideaªów w R, uporz¡dkowany przez relacj¦ inkluzji ma struktur¦
kraty. Mianowicie, dla dowolnych lewostronnych ideaªów I1, I2 w R ich cz¦±¢ wspólna
I1 ∩ I2 jest najwi¦kszym lewostronnym ideaªem zawartym równocze±nie w I1 i I2. Z kolei
najmniejszy lewostronny ideaª zawieraj¡cy oba ideaªy I1 i I2 to ich suma algebraiczna
I1+I2. Podobnie, zbiór Ir(R) wszystkich prawostronnych ideaªów w R z relacj¡ zawierania
jest krat¡. Wiadomo, »e karty Il(R) i Ir(R) s¡ modularne i zupeªne, ale mog¡ si¦ od siebie
znacznie ró»ni¢.

W teorii pier±cieni szczególne miejsce maj¡ lewostronne (prawostronne) ideaªy, które
s¡ lewostronnymi (prawostronnymi) anihilatorami. Niech ∅ 6= S ⊆ R, wówczas zbiór

lRS = lS = {r ∈ R : rS = 0}

nazywamy lewostronnym anihilatorem zbioru S. Analogicznie, prawostronny anihilator S
w R, to zbiór

rRS = rS = {r ∈ R : Sr = 0}.

Oczywi±cie, ka»dy lewostronny anihilator w R jest lewostronnym ideaªem w R i podob-
nie, ka»dy prawostronny anihilator w R jest prawostronnym ideaªem w R. Co wi¦cej, zbiór
Al(R) wszystkich lewostronnych anihilatorów w R, z relacj¡ zawierania ma struktur¦
kraty. Analogicznie, zbiór Ar(R) wszystkich prawostronnych anihilatorów w R, z relacj¡
zawierania ma struktur¦ kraty. Jednak»e krata Al(R) nie musi by¢ podkrat¡ kraty Il(R)
i krata Ar(R) nie musi by¢ podkrat¡ kraty Ir(R).

Celem tego referatu b¦dzie przedstawienie pewnych wªasno±ci krat anihilatorów, a tak»e
wskazanie niektórych ró»nic i podobie«stw pomi¦dzy kratami anihilatorów i kratami
ideaªów w pier±cieniach. Czasami ogranicza¢ si¦ b¦dziemy do wybranych klas pier±cieni.

[1] R.L. Blair, Ideal lattices and the structure of rings, Trans. Amer. Math. Soc. 75 (1953),
136�153.

[2] M. Jastrz¦bska, J. Krempa, On lattices of annihilators, Contemporary Mathematics 634

(2015), 189�196.

[3] T.Y. Lam, Lectures on modules and rings, Graduate Texts in Mathematics No. 189, New
York: Springer-Verlag, Berlin, 1999.

[4] D. Niewieczerzaª, Some examples of rings with annihilator conditions, Bull. Acad. Polon. Sci.
Math. 26(1) (1978), 1�5.

[5] R.R. Zapatrin, Representation of �nite lattices by annihilators of completely 0-simple semi-
groups, Semigroup Forum 59 (1999), 121�125.
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OD PIER�CIENI STA�YCH PRZEZ LEMAT FREUDENBURGA
DO WARUNKÓW JAKOBIANOWYCH

Piotr J¦drzejewicz

Wydziaª Matematyki i Informatyki, Uniwersytet Mikoªaja Kopernika w Toruniu
pjedrzej@mat.umk.pl

Celem referatu jest przedstawienie osobistej perspektywy zainteresowa« w tematyce
algebry ró»niczkowej. Pierwotnej motywacji dostarczyªy wyniki Nowickiego i Nagaty ([7])
dotycz¡ce generatorów pier±cieni staªych ró»niczkowa« wielomianowych nad ciaªem charak-
terystyki dodatniej. Odpowied¹ na pytanie o charakteryzacj¦ pojedynczych generatorów
takich pier±cieni zostaªa udzielona w pracy [4], a uogólnienie na p-bazy o dowolnej liczbie
elementów � w pracy [6]. Przy okazji tych bada« ujawniªy si¦ dwa ciekawe aspekty.

Pierwszym aspektem jest istotna rola uogólnie« lematu Freudenburga o nierozkªadal-
nych dzielnikach pochodnych cz¡stkowych wielomianu dwóch zmiennych nad ciaªem liczb
zespolonych ([3]). Lemat ten zostaª uogólniony przez van den Essena, Nowickiego i Tyca
na przypadek ideaªów pierwszych pier±cienia wielomianów n zmiennych nad ciaªem al-
gebraicznie domkni¦tym charakterystyki zero ([2]). Odpowiednik lematu Freudenburga
w charakterystyce dodatniej zostaª uzyskany w pracy [4], a uogólnienia na dowoln¡ liczb¦
wielomianów � w pracach [5] i [6].

Drugim aspektem jest pojawienie si¦ warunków jakobianowych w twierdzeniach charak-
teryzuj¡cych. Dla wielomianu f ∈ k[x1, . . . , xn], gdzie k jest ciaªem, warunek ten jest
postaci NWD( ∂f

∂x1
, . . . , ∂f

∂xn
) ∈ k \ {0}, dla wi¦kszej liczby wielomianów warunek dotyczy

NWD jakobianów. Gªównym wynikiem pracy [5] jest nowe równowa»ne sformuªowanie
hipotezy jakobianowej w terminach wielomianów nierozkªadalnych i bezkwadratowych.
Otwiera to drog¦ do badania naturalnych odpowiedników warunków jakobianowych w ogól-
niejszym kontek±cie, np. dla podpier±cieni dziedzin z jednoznaczno±ci¡ rozkªadu ([1]).

[1] H. Brenner, P. J¦drzejewicz, J. Zieli«ski, Analogs of Jacobian conditions for subrings, w przy-
gotowaniu.

[2] A. van den Essen, A. Nowicki, A. Tyc, Generalizations of a lemma of Freudenburg, J. Pure
Appl. Algebra 177 (2003), 43�47.

[3] G. Freudenburg, A note on the kernel of a locally nilpotent derivation, Proc. Amer. Math.
Soc. 124 (1996), 27�29.

[4] P. J¦drzejewicz, A characterization of one-element p-bases of rings of constants, Bull. Pol.
Acad. Sci. Math. 59 (2011), 19�26.

[5] P. J¦drzejewicz, A characterization of Keller maps, J. Pure Appl. Algebra 217 (2013), 165�
171.

[6] P. J¦drzejewicz, A characterization of p-bases of rings of constants, Cent. Eur. J. Math. 11
(2013), 900�909.

[7] A. Nowicki and M. Nagata, Rings of constants for k-derivations in k[x1, . . . , xn], J. Math.
Kyoto Univ. 28 (1988), 111�118.
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OPERATORÓW LINIOWYCH

Justyna Kosakowska
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Niech k b¦dzie dowolnym ciaªem. Nilpotentnym operatorem liniowym nazywamy do-
wolny k[T ]-moduª Nα = Nα(k) =

⊕s
i=1 k[T ]/(Tαi), gdzie α = (α1 ≥ · · · ≥ αs) jest par-

tycj¡. Dla ustalonej trójki partycji (α, β, γ) rozwa»amy kategori¦ Sβα,γ, której obiektami
s¡ systemy (Nα, Nβ, f), gdzie f : Nα → Nβ jest zanurzeniem speªniaj¡cym Coker f ' Nγ.
Interesuj¡ nas algebraiczne i geometryczne wªasno±ci takich kategorii oraz mo»liwo±ci
badania ich za pomoc¡ narz¦dzi kombinatorycznych. Celem referatu jest zaprezentowanie
wyników zawartych w pracach [1, 2, 3, 4]. Pokazuj¡ one zwi¡zki obiektów kombinatorycz-
nych (m.in. tablic Littlewooda�Richardsona, tablic Klein, diagramów ªukowych) z wªas-
no±ciami algebraicznymi i geometrycznymi kategorii Sβα,γ.

[1] J. Kosakowska and M. Schmidmeier, Operations on arc diagrams and degenera-
tions for invariant subspaces of linear operators, Trans. Amer. Math. Soc., in press,
http://dx.doi.org/10.1090/S0002-9947-2014-06206-5.

[2] J. Kosakowska and M. Schmidmeier, Arc diagram varieties, Contemporary Mathematics Ser-
ies of the AMS 607, 2014, 205-224.

[3] J. Kosakowska and M. Schmidmeier, The boundary of the irreducible components for invariant
subspace varieties, preprint 2014, arXiv:1211.5798 [math.RT].

[4] J. Kosakowska, M. Schmidmeier and H. Thomas, Two Partial Orders for Littlewood�
Richardson Tableaux, preprint 2015.
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POLSKIE AKCENTY W TEORII PIER�CIENI GAUSSOWSKICH,
ARMENDARIZA I MCCOYA

Kamil Kozªowski, Ryszard Mazurek
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Pier±cienie gaussowskie, Armendariza i McCoya s¡ ze sob¡ powi¡zane i s¡ intensywnie
badane. Celem referatu jest przedstawienie wkªadu polskich algebraików do teorii tych
trzech klas pier±cieni. Rozwa»ane pier±cienie s¡ ª¡czne i maj¡ jedynk¦, ale nie musz¡ by¢
przemienne.

Mówimy, »e pier±cie« R jest prawostronnie gaussowski, je»eli dla dowolnych wielomia-
nów f, g ∈ R[x] zachodzi równo±¢

(∗) cr(fg) = cr(f)cr(g),

gdzie cr(h) oznacza prawostronny ideaª pier±cienia R generowany przez wspóªczynniki
wielomianu h ∈ R[x]. Nazwa tych pier±cieni pochodzi od lematu Gaussa, mówi¡cego
»e równo±¢ (∗) zachodzi, je±li R jest przemienn¡ dziedzin¡ z jednoznaczno±ci¡ rozkªadu.
Wiadomo, »e przemienne dziedziny gaussowskie to dokªadnie dziedziny Prüfera. Ze wzgl¦du
na znaczenie dziedzin Prüfera w teorii pier±cieni, naturalnym jest badanie wpªywu warunku
(∗) na struktur¦ pier±cieni, które niekoniecznie s¡ dziedzinami, równie» w przypadku
nieprzemiennym.

Pier±cie« R nazywamy pier±cieniem Armendariza, je»eli dla dowolnych wielomianów
f =

∑
i aix

i, g =
∑

j bjx
j ∈ R[x] z równo±ci fg = 0 wynika, »e aibj = 0 dla wszystkich in-

deksów i, j. Nazwa tych pier±cieni pochodzi od nazwiska Efraima Pacillasa Armendariza,
który w 1974 r. udowodniª, »e warunek podany w de�nicji jest speªniony, gdy R jest pier-
±cieniem zredukowanym (tzn. R nie zawiera niezerowych elementów nilpotentnych). Pier-
±cienie prawostronnie gaussowskie s¡ silnie zwi¡zane z pier±cieniami Armendariza poprzez
fakt, »e pier±cie« R jest prawostronnie gaussowski wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie
jego ideaªy prawostronne s¡ ideaªami dwustronnymi i ka»dy jego obraz homor�czny jest
pier±cieniem Armendariza; w szczególno±ci ka»dy pier±cie« prawostronnie gaussowski jest
pier±cieniem Armendariza. Pier±cienie Armendariza maj¡ nast¦puj¡c¡ u»yteczn¡ charak-
teryzacj¦: s¡ to pier±cienie R, dla których przyporz¡dkowanie I 7→ I[x] jest izomor�zmem
krat prawostronnych ideaªów anihilatorowych pier±cieni R i R[x]. Spo±ród trzech klas
pier±cieni omawianych w referacie ta klasa jest badana najintensywniej (w bazie Math-
SciNet znajduje si¦ 66 prac zawieraj¡cych w tytule sªowa �Armendariz rings�).

Mówimy, »e pier±cie« R jest prawostronnie McCoya, je»eli dla dowolnych niezerowych
wielomianów f, g ∈ R[x] z równo±ci fg = 0 wynika, »e fa = 0 dla pewnego niezerowego
elementu a ∈ R. Nazwa tych pier±cieni pochodzi od nazwiska Neala Henry'ego McCoya,
który w 1942 r. zauwa»yª, »e podan¡ wªasno±¢ maj¡ wszystkie pier±cienie przemienne.
Oczywi±cie, ka»dy pier±cie« Armendariza jest prawostronnie McCoya.

Ka»da z trzech tytuªowych klas pier±cieni zostaªa zde�niowana za pomoc¡ warunku
odnosz¡cego si¦ do pier±cienia wielomianów R[x]. Zast¦puj¡c w tych de�nicjach pier±cie«
wielomianów R[x] innymi rozszerzeniami pier±cienia R (np. pier±cieniem póªgrupowym
R[S], pier±cieniem szeregów pot¦gowych R[[x]] lub pier±cieniem sko±nych wielomianów
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R[x, σ]) wyró»niono kolejne klasy pier±cieni. Równie» tak otrzymane warianty pier±cieni
gaussowskich, Armendariza i McCoya s¡ intensywnie badane.

W referacie zostan¡ przedstawione najwa»niejsze wªasno±ci pier±cieni gaussowskich,
Armendariza, McCoya i ich wariantów, ze szczególnym uwzgl¦dnieniem rezultatów prac,
których autorami lub wspóªautorami s¡ polscy algebraicy ([1]�[12]). Przedstawione b¦d¡
motywacje, szerszy kontekst i znaczenie tych rezultatów.

[1] C. Huh, Y. Lee, A. Smoktunowicz, Armendariz rings and semicommutative rings, Comm.
Algebra 30 (2002), 751-761.

[2] K. Kozªowski, R. Mazurek, On semi-Armendariz matrix rings, J. Korean Math. Soc., praca
przyj¦ta do druku.

[3] A. Leroy, J. Matczuk, On right strongly McCoy rings. Ring theory and its applications,
233-244, Contemp. Math., 609, Amer. Math. Soc., Providence, RI, 2014.

[4] G. Marks, R. Mazurek, Annelidan rings, praca zªo»ona.

[5] G. Marks, R. Mazurek, Rings with linearly ordered right annihilators, praca zªo»ona.

[6] G. Marks, R. Mazurek, M. Ziembowski, A new class of unique product monoids with appli-
cations to ring theory, Semigroup Forum 78 (2009), 210-225.

[7] G. Marks, R. Mazurek, M. Ziembowski, A uni�ed approach to various generalizations of
Armendariz rings, Bull. Aust. Math. Soc. 81 (2010), 361-397.

[8] R. Mazurek, M. Ziembowski, On a characterization of distributive rings via saturations and
its applications to Armendariz and Gaussian rings, Rev. Mat. Iberoam. 30 (2014), 1073-1088.

[9] R. Mazurek, M. Ziembowski, On right McCoy rings and right McCoy rings relative to u.p.-
monoids, Commun. Contemp. Math., praca przyj¦ta do druku.

[10] R. Mazurek, M. Ziembowski, Right Gaussian rings and skew power series rings, J. Algebra
330 (2011), 130-146.

[11] W. Wang, E. R. Puczyªowski, L. Li, On Armendariz rings and matrix rings with simple
0-multiplication, Comm. Algebra 36 (2008), 1514-1519.

[12] Y. Zhou, M. Ziembowski, Distributive modules and Armendariz modules, J. Math. Soc.
Japan, 67 (2015), 789-796.
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LICZBY MILNORA W DEFORMACJACH OSOBLIWO�CI

Tadeusz Krasi«ski

Wydziaª Matematyki i Informatyki, Uniwersytet �ódzki
krasinsk@uni.lodz.pl

Niech f0 b¦dzie osobliwo±ci¡ izolowan¡ o±rodku w punkcie 0 ∈ Cn, tzn. f0 jest funkcj¡
holomor�czn¡ w otoczeniu 0 ∈ Cn tak¡, »e

1. f0 (0) = 0,

2. ∇f0 (0) := (∂f0
∂z1

(0), . . . , ∂f0
∂zn

(0)) = 0,

3. ∇f0 (z) 6= 0 dla z 6= 0 dostatecznie maªych.

Podstawowym niezmiennikiem topologicznym osobliwo±ci f0 jest liczba Milnora µ(f0) ∈
N, zde�niowana w j¦zyku algebry jako µ(f0) := dimCOn/(∂f0∂z1

, . . . , ∂f0
∂zn

) � wymiar pier±-
cienia ilorazowego (traktowanego jako przestrze« wektorowa nad C) pier±cienia kieªków
funkcji holomor�cznychOn przez ideaª gradientowy (∂f0

∂z1
, . . . , ∂f0

∂zn
)On . W referacie omówi¦

zmian¦ liczb Milnora w holomor�cznych rodzinach osobliwo±ci.
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O NIEZMIENNIKACH LICZBOWYCH GRUP SKO�CZONYCH

Jan Krempa

Instytut Matematyki, Uniwersytet Warszawski
jkrempa@mimuw.pl

Zamierzam mówi¢ o liczbowych niezmiennikach grup sko«czonych. Pewne z nich s¡
zwi¡zane z rz¦dem, pewne z liczb¡ generatorów, a jeszcze inne z kratami podgrup.

Postaram si¦, aby prezentacja miaªa charakter elementarny. U sªuchaczy b¦d¦ zakªadaª
tylko podstawow¡ wiedz¦ o grupach, wyªo»on¡ z nadmiarem w cytowanych podr¦cznikach.
Pozostaªe cytowania zwi¡zane s¡ z niezmiennikami, które zamierzam zaprezentowa¢.

[1] P. Apisa, B. Klopsch, A generalization of the Burnside Basis Theorem, J. Algebra 400 (2014),
8�16.

[2] O. Artemowicz, A. Pi¦kosz, Algebra, PK, Kraków 2010.

[3] C. Bagi«ski, Wst¦p do Teorii Grup, Script, Warszawa 2002.

[4] C. Bagi«ski, A. Sakowicz, Finite groups with globally permutable lattices of subgroups, Colloq.
Math. 82(1999),65�77.

[5] J. Krempa, A. Stocka, On some invariants of �nite groups, Int. J. Group Theory 2(1) (2013),
109�115.

[6] J. Krempa, A. Stocka, On some sets of generators of �nite groups, J. Algebra 405 (2014),
122�134.

[7] J. Krempa, A. Stocka, On �nite groups with pp-basis property, Bull. Aust. Math. Soc. 91(2)
(2015), 241�249.

[8] J. Krempa, B. Terlikowska-Osªowska, On uniform dimension of lattices, Contributions to
General Algebra, 9 (1995), 219�230.

[9] I. A. Malinowska, On �nite nearly uniform groups, Publ. Math. Debrecen 69 (2006), 155�169.

[10] J. McDougall�Bagnall, M. Quick, Groups with the basis property, J. Algebra 346 (2011),
332�339.

[11] H. Whitney, On the abstract properties of linear dependence, Trans. Amer. Math. Soc. 34
(1932), 339�362.



Oblicza Algebry Kraków, 29 � 31 maja 2015 r.

KONTRPRZYK�AD NA ZAWIERANIE I(3) ⊆ I2 NAD LICZBAMI
RZECZYWISTYMI

Magdalena Lampa�Baczy«ska, Grzegorz Malara

Instytut Matematyki, Uniwersytet Pedagogiczny w Krakowie
lampa.baczynska@wp.pl, grzegorzmalara@gmail.pl

W ostatnich latach niesªabn¡c¡ popularno±ci¡ cieszy si¦ zagadnienie relacji pomi¦dzy
pot¦gami symbolicznymi i zwykªymi ideaªów. Przez dªugi czas jednym z nierozstrzygni¦-
tych problemów dotycz¡cych zawierania w Pn byªa odpowied¹ na pytanie, które postawiª
Harbourne i Huneke ([3], Conjecture 4.1.1.) mianowicie czy

I(m) ⊆ Ir dla m ≥ nr − (n− 1)?

Zawieranie to jest prawdziwe w wielu przypadkach i przez dªugi czas panowaªo przeko-
nanie o jego prawdziwo±ci, jednak»e dla najprostszego mo»liwego przypadku

I(3) ⊆ I2 (1)

w 2013 roku Dumnicki, Szemberg i Tutaj-Gasi«ska podaj¡ w [2] kontrprzykªad nad
liczbami zespolonymi, który nie da si¦ zrealizowa¢ nad liczbami rzeczywistymi.

Celem niniejszego przemówienia jest zaprezentowanie kontrprzykªadu dla (1) nad R
opisane w pracy zbiorowej [1].

[1] A. Czapli«ski, A. Gªówka, M. Lampa-Baczy«ska, P. �uszcz-�widecka, G. Malara, P. Pokora,
J. Szpond: A counterexample to the containment I(3) ⊆ I2 over the reals., arXiv:1310.0904v1,

[2] M. Dumnicki, T. Szemberg, H. Tutaj-Gasinska, A counter-example to a question by Huneke
and Harbourne, J. Algebra 393: 24�29 (2013), Serie Name, 2, Publisher, Place of publishing,
2014.

[3] B. Harbourne, C. Huneke, Are symbolic powers highly evolved?, J. Ramanujan Math. Soc.
28: 311�330 (2013).
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PROBLEMY TEORII GRUP NIESKO�CZONYCH

Olga Macedo«ska

Instytut Matematyki, Politechnika �l¡ska
Olga.Macedonska@polsl.pl

Prezentacja dotyczy ró»nych klas grup niesko«czonych i kilku otwartych problemów
z nimi zwi¡zanych. Groupland jest pªask¡ planet¡ gdzie »yj¡ wszystkie grupy nale»¡ce do
ró»nych klas. Na przykªad klas grup rezidualnie sko«czonych, grup lokalnie gradowanych,
grup o ró»nych typach wzrostu, grup speªniaj¡cych ró»ne typy to»samo±ci, etc. Mapa
Groupland pokazuje wzajemne relacje tych klas i pomaga zrozumieniu problemów.

[1] A.Yu.Ol'shanskii and A. Storozhev, A group variety de�ned by a semigroup law,
J. Austral.Math. Soc. (Series A), 60, (1996) 255�259.

[2] O. Macedo«ska, Groupland, London Math. Soc. Lecture Notes Series, 30, (2003) 400�404.

[3] B. Bajorska, O. Macedo«ska, On locally graded n-Engel and positively n-Engel groups,
Publicationes Mathematicae Debrecen, 74, (2009) 249�256.

[4] O. Macedo«ska, W. Tomaszewski, Group laws [x, y−1] = u(x, y) and varietal properties,
Communications in Algebra, 40, (2012) 4661�4667.
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MACIERZE NIESKO�CZONE SUSZKIEWICZA I VERMESA ORAZ
ICH W�ASNO�CI

Martyna Maciaszczyk

Instytut Matematyki, Politechnika �l¡ska
martyna.maciaszczyk@polsl.pl

Wpierwszej cz¦±ci prezentacji skonstruujemy klas¦ macierzy niesko«czonych górnotrój-
k¡tnych nie maj¡cych prawych dzielników zera. Konstrukcja ta uogólnia przykªad podany
przez Suszkiewicza.

W drugiej cz¦±ci zaprezentujemy przykªady macierzy niesko«czonych maj¡cych sko«czo-
n¡ liczb¦ niezerowych elementów w ka»dym wierszu i w ka»dej kolumnie i takich, »e
macierze odwrotne do nich maj¡ niesko«czenie wiele elementów niezerowych w ka»dym
wierszu i w ka»dej kolumnie. Przykªady te pochodz¡ z prac Vermesa.

[1] A.K Suszkiewicz, On an in�nite algebra of triangular matrices.(Russian), Har'kov. Gos. Univ.
U¢. Zap. 34 = Zap. Mat. Otd. Fiz.-Mat. Fak. i Har'kov. Mat. Ob±¢.(4) 22 (1950), 77�93.

[2] P. Vermes, Non-associative rings of in�nite matrices., Nederl. Akad. Wetensch. Proc. Ser.
A. 55, Indagationes Math., 14, (1952). 245�252.
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KRATA QUASIROZMAITO�CI MODU�ÓW NAD DZIEDZIN�
DEDEKINDA

Katarzyna Matczak, Anna Mu¢ka

Wydziaª Budownictwa, Mechaniki i Petrochemii w Pªocku, Politechnika Warszawska
Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych, Politechnika Warszawska

matczak.katarzyna@gmail.com, a.mucka@mini.pw.edu.pl

W 1965 roku A.A. Vinogradov opisaª krat¡ podquasirozmaito±ci grup abelowych (rów-
nowa»nie moduªów nad pier±cieniem liczb caªkowitych). D.V. Bieªkin w roku 1995 uogólniª
wynik Vinogradowa podaj¡c konstrukcj¦ kraty, która jest izomor�czna z krat¡ podquasi-
rozmaito±ci moduªów nad dowolnym pier±cieniem ideaªów gªównych. Ka»da taka quasiroz-
maito±¢ jest opisana za pomoc¡ a funkcji, która informuje jakie moduªy torsyjne do
niej nale»¡. W rozmaito±ci moduªów nad pier±cieniem ideaªów gªównych R ka»dy bez-
torsyjny moduª jest izomor�czny z wolnym R-moduªem R. W rozmaito±ci moduªów nad
dziedzin¡ Dedekinda mamy niesko«czenie wiele beztorsyjnych, nieizomor�cznych modu-
ªów. Konstrukcja kraty Bieªkina wykorzystuje moc zbioru elementów pierwszych pier±-
cienia. W dowodach korzysta si¦ z jednoznaczno±ci rozkªadu elementu na iloczyn ele-
mentów pierwszych. Jak wiadomo w dziedzinach Dedekinda nie mamy takiej jednoz-
naczno±ci. W naszym referacie poka»emy, »e krata podquasirozmaito±ci moduªów nad
dziedzin¡ Dedekinda zale»y od mocy zbioru ideaªów pierwszych pier±cienia. Do opisu kraty
podquasirozmaito±ci moduªów nad dziedzin¡ Dedekinda wykorzystamy konstrukcj¦ kraty
Bieªkina.

[1] D. V. Belkin, Constructing Lattices of Quasivarieties of Modules, (in Russian), Ph.D. Thesis,
Novosibirsk State University, Novosibirsk, Russia, 1995.

[2] K. Matczak and A. Romanowska, Quasivarieties of cancellative commutative binary modes,
Studia Logica 78 (2004), 321�335.

[3] K. Matczak and A. Romanowska, Irregular quasivarieties of commutative binary modes, In-
ternational Journal of Algebra and Computation 15 (2005), 699�715.

[4] A.B. Romanowska and J.D.H. Smith, Modes, World Scienti�c, Singapore, 2002.

[5] W. Stephenson Modules Whose Lattice of Submodules is Distributive, Proc. London Math.
Soc. s3-28, 2 (1974), 291�310

[6] A.A. Vinogradov, Quasivarieties of abelian groups, (in Russian), Algebra i Logika 4(1965),
15�19.

[7] O. Zariski, P. Samuel, Commutative algebra, vol. I, Springer-Verlag, Berlin 1975.
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CZY PÓ�GRUPA MO�E BY� NIEZMIENNIKIEM?

Arkadiusz M¦cel

Wydziaª Matematyki, Informatyki i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski
a.mecel@mimuw.edu.pl

Czy póªgrupy mog¡ by¢ niezmiennikami wa»nych obiektów algebraicznych? Jakie wªas-
no±ci mo»na odczyta¢ z ich struktury? Badanie póªgrup wymaga metod zupeªnie innych
i cz¦sto bardziej ró»norodnych ni» w przypadku teorii grup. Liczba parami nieizomor-
�cznych póªgrup sko«czonych ro±nie bardzo szybko wraz ze wzrostem liczby elementów
tak, »e do dzi± nie wiadomo ile jest istotnie ró»nych póªgrup dziesi¦cioelementowych.
Niemniej jednak przykªady �póªgrup niezmienników� istniej¡, cho¢ nie s¡ wci¡» liczne.
Uzyskano natomiast wa»ne i trudne wyniki sugeruj¡ce istnienie takich obiektów.

Wmojej rozprawie doktorskiej [1] rozwa»aªem prosty przykªad konstrukcji prowadz¡cej
do uzyskania tego rodzaju niezmiennika póªgrupowego. Przypisuje ona w naturalny sposób
ka»dej unitarnej algebrze ª¡cznejA nad ciaªemK póªgrup¦ C(A) zªo»on¡ z klas sprz¦»ono±ci
ideaªów lewostronnych w A. Obiekt ten badano po raz pierwszy w [3].

W kontek±cie algebr A sko«czenie wymiarowych nad ciaªem algebraicznie domkni¦tym
sko«czono±¢ C(A) okazuje si¦ mie¢ bliskie zwi¡zki z poj¦ciem sko«czonego typu reprezen-
tacyjnego i z klasycznymi zagadnieniami teorii reprezentacji, mi¦dzy innymi z klasy�kacj¡
koªczanów sko«czonego typu. Struktura C(A), o ile jest to póªgrupa sko«czona, zawiera
szereg informacji o algebrze, mi¦dzy innymi informacj¦ o strukturze algebry A modulo
radykaª Jacobsona, z dokªadno±ci¡ do izomor�zmu.

Jeden z gªównych rezultatów rozprawy mówi, »e je±li algebry A i B speªniaj¡ powy»sze
zaªo»enia i kwadraty ich radykaªów Jacobsona s¡ zerowe, wówczas o ile póªgrupy C(A)
i C(B) s¡ sko«czone i izomor�czne, to tak»e same algebry A i B musz¡ by¢ izomor�czne.

Rezultaty, o których opowiem pochodz¡ ze wspólnej pracy z prof. J. Okni«skim �
promotorem mojej rozprawy.

[1] A. M¦cel, Póªgrupa sprz¦»ono±ci ideaªów lewostronnych algebry ª¡cznej, Rozprawa doktorska,
Uniwersytet Warszawski, 2014.

[2] A. M¦cel, J. Okni«ski, Conjugacy classes of left ideals of a �nite dimensional algebra, Publ.
Mat. 57 (2013), 477�496.

[3] J. Okni«ski, L. Renner, Algebras with �nitely many orbits, J. Algebra 264 (2003), 479�495.
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TWIERDZENIE O DOMKNI�TO�CI I NIERÓWNO�� �OJASIEWICZA
NAD HENSELOWSKIMI CIA�AMI Z NORM� NIEARCHIMEDESOW�

Krzysztof Jan Nowak

Instytut Matematyki, Uniwersytet Jagiello«ski
nowak@im.uj.edu.pl

Niech K b¦dzie henselowskim ciaªem z norm¡ niearchimedesow¡ charakterystyki zero.
Przykªadami takich ciaª s¡ ciaªa uªamków pier±cieni szeregów formalnych lub szeregów
Puiseux ze wspóªczynnikami z ciaªa k charakterystyki zero i ciaªo uogólnionych szeregów
formalnych

k((tΓ)) :=

{
f(t) =

∑
γ∈Γ

aγt
γ : aγ ∈ k, supp f(t) jest dobrze uporz¡dkowany

}
.

Ka»de takie ciaªo ma topologi¦ metryczn¡ wyznaczon¡ przez jego norm¦. ZbiórK�punktów
X(K) dowolnej K�rozmaito±ci algebraicznej X dziedziczy z K topologi¦, zwan¡ K�
topologi¡. Ciaªo K rozwa»am w 3�sortowym j¦zyku Denefa�Pasa wraz z dwoma sortami
pomocniczymi: grup¡ warto±ci Γ waluacji v i ciaªem rezydualnym k.

Przedstawi¦ twierdzenie o domkni¦to±ci z mojej pracy [2] o tym, »e projekcja kanon-
iczna

Kn ×KPm → Kn

jest odwzorowaniem de�niowalnie domkni¦tym w K�topologii, tzn. projekcja ka»dego
de�niowalnego podzbioru domkni¦tego w Kn×KPm jest podzbiorem domkni¦tym w Kn.
Jego dowód opiera si¦ na eliminacji kwanty�katorów Pasa [3] i na pewnej osªabionej wersji
wyboru ªuku.

Twierdzenie to ma szereg konsekwencji: rozdmuchania K-punktów gªadkich K-rozma-
ito±ci algebraicznych s¡ odwzorowaniami de�niowalnie domkni¦tymi; "descent property"
dla takich rozdmucha«; ogólna wersja nierówno±ci �ojasiewicza dla ci¡gªych funkcji de�n-
iowalnych na podzbiorach lokalnie domkni¦tych w K-topologii; wybór ªuku dla zbiorów
de�niowalnych i twierdzenie o przedªu»aniu ci¡gªych funkcji dziedzicznie wymiernych,
uzyskane dla rozmaito±ci rzeczywistych i p-adycznych we wspólnej pracy [1] z J. Kollárem.
"Descent property" umo»liwia zastosowanie desingularyzacji i transformacji do przeci¦¢
normalnych przez rozdmuchanie w podobny sposób, jak nad ciaªami lokalnie zwartymi.
W referacie szczególn¡ uwag¦ zwróc¦ na nierówno±¢ �ojasiewicza.

[1] J. Kollár, K. Nowak� Continuous rational functions on real and p-adic varieties, Math.
Zeitschrift 279 (2015), 85�97.

[2] K.J. Nowak, Algebraic geometry over Henselian rank one valued �elds, arXiv:1410.3280
[math.AG] (2015).

[3] J. Pas, Uniform p-adic cell decomposition and local zeta functions, J. Reine Angew. Math.
399 (1989), 137�172.
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ALGEBRY UPORZ�DKOWANE PÓ�KRATOWO

Agata Pilitowska
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Struktury uporz¡dkowane, w szczególno±ci ciaªa uporz¡dkowane, uporz¡dkowane przes-
trzenie wektorowe, uporz¡dkowane grupy i póªgrupy, maj¡ nie tylko interesuj¡ce wªas-
no±ciwo±ci, ale tak»e szerokie zastosowania w wielu dziaªach matematyki. Na przykªad,
kratowo uporz¡dkowane grupy odgrywaj¡ podstawow¡ rol¦ w badaniu algebr logik, nato-
miast MV-algebry s¡ algebraicznym odpowiednikiem niesko«czenie warto±ciowej logiki
�ukasiewicza.

Szczególn¡ klas¦ algebr uporz¡dkowanych stanowi¡ algebry uporz¡dkowane póªkra-
towo. Algebr¦ (A,F,+) nazywamy póªkratowo uporz¡dkowan¡, je±li (A,F ) jest algebr¡
ustalonego typu, (A,+) jest (górn¡) póªkrat¡ oraz wszystkie operacje ze zbioru F s¡
rozdzielne wzgl¦dem operacji +, tzn. dla ka»dej 0 6= n-arnej operacji f ∈ F zachodzi
f(x1, . . . , xi + yi, . . . , xn) = f(x1, . . . , xi, . . . , xn) + f(x1, . . . , yi, . . . , xn).

Przykªadami takich algebr s¡ m.in. addytywnie idempotentne póªpier±cienie, kraty
dystrybutywne czy te» póªkratowo uporz¡dkowane póªgrupy. Jeszcze innym przykªadem
jest algebra (R, I0,max) okre±lona na zbiorze liczb rzeczywistych z operacjami binarnymi
p(x, y) := (1− p)x+ py, zde�niowanymi dla ka»dego p ∈ I0 = (0, 1) ⊂ R.

Wa»ny przykªad algebr uporz¡dkowanych póªkratowo pochodzi od algebr podzbiorów.
Dla danej algebry (A,F ), niech P>0A := {X ⊆ A | X 6= ∅}. Rozszerzon¡ algebr¡ pot¦gow¡
(kompleksow¡) algebry (A,F ) nazywamy algebr¦ (P>0A, F̃ ,∪), gdzie dla dowolnej n�arnej
operacji f ∈ F , przeksztaªcenie f̃ : P>0A

n → P>0A; f̃(A1, . . . , An) := {f(a1, . . . , an) |
ai ∈ Ai} jest tzw. operacj¦ kompleksow¡ oraz ∪ oznacza sum¦ mnogo±ciow¡ zbiorów. �ci±le
zwi¡zane z algebrami pot¦gowymi s¡ tzw. algebry podalgebr, gdzie zamiast (niepustych)
podzbiorów rozwa»amy (niepuste) podalgebry.

Algebry pot¦gowe, (i bardziej ogólne systemy relacyjne), okazaªy si¦ by¢ przydatne do
reprezentacji innych algebr. B. Jónsson i A. Tarski zastosowali tak¡ konstrukcj¦ do roz-
szerzenia twierdzenia o reprezentacji Stone'a dla algebr Boole'a. Podobna reprezentacja
wyst¦puje tak»e dla algebr domkni¦¢ oraz grupoidów, w tym dla póªgrup przemiennych.

W naszym referacie poka»emy, jak stosuj¡c konstrukcj¦ pot¦gow¡ scharakteryzowa¢
wolne obiekty w pewnych rozmaito±ciach algebr póªkratowo uporz¡dkowanych. Nast¦pnie
opiszemy kraty podrozmaito±ci dla wybranych rozmaito±ci algebr póªkratowo uporz¡d-
kowanych [2].

Opis kraty podrozmaito±ci rozmaito±ci modaªów, czyli póªkratowo uporz¡dkowanych
algebr idempotentnych (ka»dy podzbiór jednoelementowy jest podalgebr¡) i entropicznych
(dowolne dwie operacje s¡ przemienne) pozostaje w ±cisªym zwi¡zku z otwartym prob-
lem dotycz¡cym znalezienia równo±ci speªnionych w rozmaito±ciach algebr podalgebr.
Przedstawimy cz¦±ciowe rozwi¡zanie tego problemu w oparciu o rozszerzone algebry pot¦-
gowe [1].

[1] A. Pilitowska, A. Zamojska-Dzienio, Varieties generated by modes of submodes, Algebra Uni-
versalis 68(3) (2012), 221�236.

[2] A. Pilitowska, A. Zamojska-Dzienio, The lattice of subvarieties of semilattice ordered algebras,
Order 31(2) (2014), 217�238.
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O WYRÓ�NIKU

Arkadiusz Pªoski

Katedra Matematyki, Politechnika �wi¦tokrzyska
matap@tu.kielce.pl

Wyró»nik ∆f wielomianu f = a0x
n+a1x

n−1+· · ·+an stopnia n jest naturalnym uogól-
nieniem wyró»nika a2

1 − 4a0a2 trójmianu kwadratowego. Warunek ∆f = 0 charakteryzuje
wielomiany posiadaj¡ce pierwiastek wielokrotny.

W podr¦cznikach algebry klasycznej rozdziaªy o wyró»niku zajmuj¡ poczesne miejsce:
jest on interesuj¡cym przykªadem niezmiennika formy jednorodnej f = a0x

n + a1x
n−1y+

· · ·+ a0y
n.

Wyró»nik i jego uogólnienia odgrywaj¡ wa»n¡ rol¦ w Algebrze, Arytmetyce i Ge-
ometrii. Celem tego odczytu jest przedstawienie zastosowa« tytuªowego poj¦cia w teorii
osobliwo±ci krzywych algebraicznych. Podamy zwi¡zek wyró»nika z liczb¡ Milnora przed-
stawimy wersj¦ "wyró»nikow¡" sªynnej hipotezy jakobianowej.

[1] J. Gwo¹dziewicz, A. Pªoski, On the singularities at in�nity of plane algebraic curves., Rocky
Mountain J. Math 32(2002), no. 1, pp. 139.

[2] A. Pªoski, A note on discriminant., Communication Algebra, Volume 39, Issue 11(2011),
4283�4285.
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SOLUTIONS OF A LINEAR MATRIX EQUATION XA0 = A1 WITH
PRESCRIBED CHARACTERISTIC POLYNOMIALS

V.M. Prokip

IAPMM, L'viv, Ukraine
v.prokip@gmail.com

Let F be a �eld. Notations: Mn,n(F) and Mn,n(F[λ]) are the sets of n × n matrices
over the �eld F and over the ring of polynomials F[λ] respectively; In is the identity n×n
matrix. Further, let d(k)

A (λ) be the greatest common divisor (g.c.d.) of the minors k order
of a matrix A(λ) ∈Mn,n(F[λ]), where k = 1, 2, . . . , n.

Consider a matrix equation
XA0 = A1, (1)

where A0, A1 ∈Mn,n(F) and X is unknown n×n matrix. It is well know that the matrix
equation (1) over F is solvable if and only if

rankA0 = rank

[
A0

A1

]
.

The matrix equation (1) has a long history. Many authors investigated the problem
when the equation (1) has a solution that belongs to a special class of matrices (e.g. sym-
metric, ortogonal, Hermitian, positive de�nite and other [1]). In view of the above, there
are two questions: (I) to �nd necessary and su�cient conditions for the existence of such
solutions, and (II) to describe the set of all such solutions.

In this report we analyze the following problem. Let us assume that the matrix
equation (1) is solvable and d(λ) = λn +d1λ

n−1 + · · ·+dn ∈ F[x] is a monic polynomial of
degree n. When under the given conditions does there exist a solution X0 = D ∈Mn,n(F)
with the characteristic polynomial d(λ) = det(Inλ−D) for the equation (1)?

Theorem. Let for the matrix equation XA0 = A1, where A0, A1 ∈Mn,n(F),

rankA0 = rank

[
A0

A1

]
= n− 1.

If d
(n−1)
A (λ) = 1, where A(λ) = A0λ− A1, then for every monic polynomial

d(λ) = λn + d1λ
n−1 + · · ·+ dn ∈ F[x], deg d(λ) = n,

for the matrix equation XA0 = A1 there exists a solution X0 = D ∈ Mn,n(F) with the

characteristic polynomial d(λ). The matrix D is uniquely de�ned by d(λ).
We present also computational procedures to �nd those solutions.

[1] Alegra Dajić, J.J. Kolicha, Equations ax = c and cx = d in rings and rings with involution
with applications to Hilbert space operators, Linear Algebra Appl. 429 (2008), 1779�1809.
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RÓ�NICZKOWO-ALGEBRAICZNA ANALIZA CA�KOWALNO�CI
HIERARCHII TYPU RIEMANNA

Anatolij K. Prykarpatski

Wydziaª Matematyki Stosowanej, Akademia Górniczo�Hutnicza, Kraków
pryk.anat@cybergal.com

B¦dzie rozwijane ró»niczkowo-algebraiczne podej±cie do badania caªkowalno±ci typu
Laxa uogólnionej hydrodynamicznej hierarchii typu Riemanna, odpowiednia nowa reprezen-
tacja typu Laxa b¦dzie skonstruowana w postaci jawnej. B¦d¡ te» omówione skojarzona
caªkowalno±¢ bi-Hamiltonowa oraz kompatybilne struktury Poissona dla uogólnionej hi-
erarchii typu Riemanna za pomoc¡ gradientowo-holonomicznej i geometrycznej metod.

[1] Kaplanski I. Introduction to di�erential algebra. NY, 1957

[2] Ritt J.F. Di�erential algebra. AMS-Colloquium Publications, vol. XXXIII, New York, NY,
Dover Publ., 1966

[3] Kolchin E. R. Di�erential Algebra and Algebraic Groups. Academic Press, 1973.

[4] Weil J.-A. Introduction to Di�eerential Algebra and Di�erential Galois Theory. CIMPA-
UNESCO- Vietnam Lectures: Hanoi, 2001

[5] Crespo T. and Hajto Z. Algebraic Groups and Di�erential Galois Theory. Graduate Studies
in Mathematics Series, American Mathematical Society Publisher, v.122, 2011

[6] Prykarpatsky A.K., Artemovych O.D., Popowicz Z. and Pavlov M.V. Di�erential-algebraic
integrability analysis of the generalized Riemann type and Korteweg�de Vries hydrodynamical
equations. J. Phys. A: Math. Theor. 43 (2010) 295205 (13pp)

[7] Popowicz Z. and Prykarpatski A. K. The non-polynomial conservation laws and integrability
analysis of generalized Riemann type hydrodynamical equations. Nonlinearity, 23 (2010), p.
2517-2537

[8] Popowicz Z. The matrix Lax representation of the generalized Riemann equations and its
conservation laws. Physics Letters A 375 (2011) p. 3268�3272; arXiv:1106.1274v2 [nlin.SI] 4
Jul 2011

[9] Blackmore D., Prykarpatsky A.K. and Samoylenko V.Hr. Nonlinear dynamical systems of
mathematical physics: spectral and di�erential-geometrical integrability analysis. World Sci-
enti.c Publ., NJ, USA, 2011



Oblicza Algebry Kraków, 29 � 31 maja 2015 r.

ALGEBRY HILBERTA Z SUPREMUM

Sªawomir Przybyªo

Instytut Matematyki, Uniwersytet Pedagogiczny w Krakowie
przybyloslawek@gmail.com

W niniejszym referacie omówi¦ podstawowe informacje na temat algebr Hilberta z su-
premum. Te struktury algebraiczno-porz¡dkowe s¡ podreduktami du»o lepiej znanych
algebr Heytinga. Ich omówienie znale¹¢ mo»na w [1], [2].

Algebra Heytinga (H,∨,∧, 0, 1,→) to krata z elementem najmniejszym 0 i najwi¦-
kszym 1, w której dodatkowo dla dowolnych elementów a i b istnieje element najwi¦kszy
w zbiorze {x ∈ H : a ∧ x ≤ b}, który oznaczamy przez a → b. Natomiast w przypadku
algebr Hilberta z supremum mamy do czynienia tylko z dziaªaniem póªkratowym ∨, ele-
mentem najwi¦kszym 1 oraz dziaªaniem →, które siª¡ rzeczy musimy zde�niowa¢ inaczej
ni» powy»ej. Czyni si¦ to podaj¡c odpowiednie aksjomaty.

W moim wyst¡pieniu podam de�nicj¦ algebry Hilberta z supremum, przykªady i wªas-
no±ci. Poka»¦ sposób de�niowania �ltrów w tej strukturze, a tak»e to, w jaki sposób �ltry
te mo»emy uto»samia¢ z kongruencjami. Na koniec przedstawi¦ twierdzenie o reprezentacji
dla sko«czonych liniowych algebr Hilberta z supremum, maj¡ce znaczenie przy badaniu
algebr wolnych w klasie tych»e algebr.

[1] J. Berman, W. J. Blok, Free �ukasiewicz and Hoop Residuations Algebras, Studia Logica:
An International Journal for Symbolic Logic 77 (2004), 153-180.

[2] L. Cabrer, S. A. Celani, Duality for �nite Hilbert algebras, Discrete Mathematics 305 (2005),
74-99.

[3] S. A. Celani, D. Montangie, Hilbert algebras with supremum, Algebra Universalis 3 (2012),
237-255.

[4] P. Köhler, Brouwerian semilattices, Trans. Amer. Math. Soc, 268 (1981), 103-126.
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WYK�ADNIK �OJASIEWICZA Z ALGEBRAICZNEGO PUNKTU
WIDZENIA

Tomasz Rodak

Wydziaª Matematyki i Informatyki, Uniwersytet �ódzki
rodakt@math.uni.lodz.pl

Niech On oznacza pier±cie« kieªków funkcji holomor�cznych (Cn, 0) → C o ideale
maksymalnym mn. Wykªadnik �ojasiewicza ideaªu I = (f1, . . . , fm)On wzgl¦dem h ∈ On
de�niujemy wzorem

Lh(I) := inf{θ > 0 : ∃C,ε>0∀||x||<ε max
j
|fj(x)| > C|h|θ}.

Okazuje si¦, »e niezmiennik ten daje si¦ uj¡¢ jako poj¦cie czysto algebraiczne. Na przykªad
M. Lejeuna�Jalabert i B. Teissier wykazali, »e Lh(I) jest kresem dolnym tych p/q, dla
których kieªek hp jest caªkowity nad ideaªem Iq. Je±li zatem (R,m) jest pier±cieniem
lokalnym, h ∈ R oraz I jest ideaªem w R, to naturalnie jest przyj¡¢

Lh(I) := inf

{
p

q
: hp ∈ Iq

}
.

Inne rozszerzenia poj¦cia wykªadnika �ojasiewicza uzyskamy adaptuj¡c z przypadku ze-
spolonego wzór oparty o parametryzacje, czy o wielomian charakterystyczny macierzy
mno»enia h ∈ mn przez elementy e1, . . . , eµ ∈ On wyznaczaj¡ce nad C baz¦ algebry
On/I (gdy I jest mn-prymarny i generowany przez ci¡g regularny). Celem referatu b¦dzie
zbadanie przy jakich zaªo»eniach o pier±cieniu (R,m) zasygnalizowane wy»ej uogólnienia
wykªadnika �ojasiewicza prowadz¡ do tego samego poj¦cia.

Podstaw¡ referatu jest praca wspólna z S. Brzostowskim.
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ALGEBRY IDEMPOTENTNE I ENTROPICZNE - WPROWADZENIE

Anna Romanowska

Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych, Politechnika Warszawska
A.Romanowska@mini.pw.edu.pl

Przez algebr¦ (abstrakcyjn¡) rozumie¢ b¦dziemy par¦ (A,F ), gdzie A jest zbiorem,
a F jest rodzin¡ operacji okre±lonych na zbiorze A. Algebra taka jest idempotentna, je±li
ka»dy element tworzy jej podalgebr¦, i jest entropiczna, je±li ka»da operacja ze zbioru
F jest homomor�zmem z odpowiedniej pot¦gi A w A. Obie te wªasno±ci s¡ równowa»ne
speªnieniu pewnych równo±ci. Np. w przypadku algebry (A,+, ·) z dwiema binarnymi ope-
racjami + oraz ·, idempotentno±¢ oznacza speªnienie równo±ci x+x = x = x ·x, natomiast
entropiczno±¢ speªnienie równo±ci (x+y)·(z+t) = (x·z)+(y·t). Algebry idempotentne i en-
tropiczne nazywamy modami. Przykªadów modów dostarczaj¡ póªgrupy normalne (w tym
póªgrupy trywialne i póªkraty), jednostronne quasigrupy modowe (stanowi¡ pewne niezmi-
enniki w¦zªów), wiele rodzajów grupoidów wyst¦puj¡cych w kombinatoryce i geometrii.
Do tych ostatnich nale»¡ pewne algebraizacje przestrzeni a�nicznych nad pier±cieniami
przemiennymi oraz ich podredukty (podalgebry reduktów), w szczególno±ci zbiory wy-
pukªe.

W referacie omówi¦ najwa»niejsze modele algebr modowych, oraz przykªady wªas-
no±ci charakterystycznych dla dowolnych algebr tego rodzaju. Podstawowe fakty dotycz¡ce
modów przedstawione s¡ w ni»ej wymienionych monogra�ach. Od czasu ich publikacji, lit-
eratura przedmiotu znacznie si¦ rozszerzyªa.

[1] A. Romanowska, J. D. H. Smith, Modal Theory - an Algebraic Approach to Order, Geometry
and Convexity, Heldermann Verlag, Berlin, 1985.

[2] A. Romanowska, J. D. H. Smith, Modes, World Scienti�c, New Jersey, London, Singapore,
Hong Kong, 2002.
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AUTOMORFIZMY STOPNIA DRUGIEGO
TRIANGULARYZOWALNE LINIOWO

Kamil Rusek

Instytut Matematyki, Uniwersytet Pedagogiczny w Krakowie
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Badanie endomor�zmów wielomianowych stopnia drugiego przestrzeni Kn, gdy
charK = 0, (zwanych krótko kwadratowymi) jest pozornie ªatwe (np. sªynna Hipoteza Jako-
bianowa jest dla nich w oczywisty sposób prawdziwa). Szybko jednak prowadzi do kilku bar-
dzo trudnych pyta«, wci¡» pozostaj¡cych bez odpowiedzi. Jednym z nich jest nast¦puj¡ce:

Czy ka»dy automor�zm kwadratowy jest zªo»eniem sko«czenie wielu automor�zmów
a�nicznych (tzn. stopnia pierwszego) oraz elementarnych (tzn. postaci (X1, . . . , Xi−1, Xi +
f,Xi+1, . . . , Xn), gdzie f ∈ K[X1, . . . , Xi−1, Xi+1, . . . , Xn])?

W referacie zajmiemy si¦ pewn¡ klas¡ automor�zmów kwadratowych, które maj¡
powy»sz¡ wªasno±¢, mianowicie automor�zmami triangularyzowalnymi liniowo (= t. l.),
czyli takimi, które w grupie automor�zmów s¡ sprz¦»one poprzez automor�zm liniowy
z odwzorowaniami trójk¡tnymi (tzn. postaci F = (F1, . . . , Fn), gdzie Fi ∈ K[X1, . . . , Xi−1]).

Kompletny opis takiej klasy jest trudny. Meisters i Olech pokazali w [5], »e dla n ≤ 4
wszystkie automor�zmy kwadratowe przestrzeni Kn s¡ t. l.. Sformuªowali równie» przy-
puszczenie, »e ka»dy automor�zm kwadratowy o indeksie nilpotentno±ci ≤ 3 (tzn. taki,
»e macierz Jacobiego jego skªadowej jednorodnej stopnia drugiego ma indeks nilpoten-
to±ci ≤ 3) jest t. l..

Ta hipoteza byªa dotychczas udowodniona dla:
• quasi�translacji (tzn. automor�zmów kwadratowych postaci F = I+H, dla których
F−1 = I −H) przez Jurkiewicza [3];
• automor�zmów kwadratowo�liniowych (tzn. postaci F = I+H, gdzieH = (l21, . . . , l

2
n),

l1, . . . , ln s¡ formami liniowymi) o indeksie nilpotentno±ci≤ 3 przez Liu, Du i Suna [4].
• wszystkich automor�zmów kwadratowych o indeksie nilpotentno±ci ≤ 3 dla n ≤ 6
przez Suna [6].

Warto zauwa»y¢, »e pierwsze dwa z powy»szych rezultatów ªatwo wynikaj¡ z klasy-
cznych twierdze« o wspólnej triangularyzacji rodzin macierzy nilpotentnych.

Umirbaev w pracy [7] scharakteryzowaª automor�zmy t. l. w j¦zyku wªasno±ci skojarzo-
nych z nimi tzw. algebr polaryzacyjnych. Wyja±nimy, »e dzi¦ki takiemu podej±ciu hipoteza
Meistersa i Olecha jest niemal bezpo±rednim wnioskiem z pracy Fernandeza [2].

Poka»emy, »e z prawdziwo±ci tej hipotezy wynika m. in., »e wszystkie automor�zmy
kwadratowo�liniowe o indeksie nilpotentno±ci ≤ 4 s¡ t. l.. Poka»emy, »e dla n ≥ 5 istniej¡
automor�zmy kwadratowe o indeksie nilpotentno±ci 4, które nie s¡ t. l..

Wszystkie niezb¦dne informacje o automor�zmach wielomianowych mo»na znale¹¢
w monogra�i van den Essena [1].

[1] A. van den Essen, Polynomial Automorphisms and the Jacobian Conjecture, Birkhäuser, 2000.

[2] J. C. G. Fernandez, Commutative �nite�dimensional algebras satisfying x(x(xy)) = 0 are
nilpotent, Comm. in Algebra 37(2009), 3760�3776.

[3] J. Jurkiewicz, Linearization of the multiplicative group action of degree two and Jordan alge-
bras, Bull. Ac. Polon.: Math. 32(1984), 387�391.
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[4] D. Lin, X. Du, X. Sun, Quadratic linear Keller maps of nilpotency index three, Linear Algebra
Appl. 429(2008), 12�17.

[5] G. Meisters, C. Olech, Strong nilpotence holds in dimensions up to �ve only, Linear Multi-
linear Algebra 30(1991), 231�255.

[6] X. Sun, On the Strong Nilpotence Problem, Algebra Colloquium 21(2014), 117�128.

[7] U. U. Umirbaev, Polarization algebras and their relations, Preprint series 2014(60), Max�
Planck�Institut für Mathematik Bonn.
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Marcin Skrzy«ski

Instytut Matematyki, Politechnika Krakowska
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W 1949 roku Jean Dieudonné opublikowaª dowód twierdzenia mówi¡cego, »e pod-
przestrze« liniowa przestrzeni wszystkich macierzy kwadratowych rozmiaru n nad (dowol-
nym) ciaªem F skªadaj¡ca si¦ wyª¡cznie z macierzy osobliwych ma wymiar nie wi¦kszy ni»
n(n−1) i »e ka»da �podprzestrze« osobliwa� wymiaru równego n(n−1) jest podobna albo
do podprzestrzeni zªo»onej ze wszystkich macierzy o zerowym pierwszym wierszu, albo
do podprzestrzeni zªo»onej ze wszystkich macierzy o zerowej pierwszej kolumnie. Pytania
o maksymalny wymiar podprzestrzeni liniowej zawartej w pewnym zbiorze macierzy, czyli
o pojemno±¢ liniow¡ tego zbioru, i o posta¢ podprzestrzeni maj¡cych maksymalny wymiar
stawiali sobie pó¹niej (i stawiaj¡ nadal) liczni matematycy. W referacie omówi¦ niektóre
wyniki dotycz¡ce tych pyta«, m.in. twierdzenie Flandersa-Meshulama o pojemno±ci linio-
wej rozmaito±ci determinantalnej, twierdzenia Gerstenhabera-Sierio»kina o pojemno±ci
liniowej sto»ków nilpotentnych oraz twierdzenia Omladi£a��emrla�Loewy'ego�Radwana
o pojemno±ci liniowej zbiorów macierzy z wielokrotnymi warto±ciami wªasnymi.
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ROZMAITO�CI FREGOWSKIE

Katarzyna Sªomczy«ska
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W wykªadzie omówi¦ rozmaito±ci (czyli klasy algebr tego samego typu zamkni¦te na
operacje obrazów homomor�cznych, podalgebr oraz produktów), których kraty kongru-
encji speªniaj¡ dwa warunki: kongruencyjn¡ porz¡dkowalno±¢ i regularno±¢, nazywane
rozmaito±ciami fregowskimi. Jako, »e podstawowa inspiracja dla ich badania pªyn¦ªa
oryginalnie z logiki, nic wi¦c dziwnego, »e typowych przykªadów rozmaito±ci fregows-
kich dostarczaj¡ algebraiczne semantyki dla logiki intuicjonistycznej i po±rednich logik
zdaniowych oraz ich fragmentów. Fakt ten umieszcza studia nad rozmaito±ciami fre-
gowskimi w szerokim nurcie algebry uniwersalnej, zajmuj¡cym si¦ algebraizacj¡ logik
zdaniowych, a bior¡cym swój pocz¡tek w dziaªalno±ci polskich matematyków i logików:
J. �ukasiewicza, A. Tarskiego, A. Lindenbauma, H. Rasiowej czy J. �osia.

W±ród rozmaito±ci fregowskich szczególnie dobrze poznana jest struktura rozmaito±ci
kongruencyjnie permutowalnych. W szczególno±ci wiemy, »e ka»da taka rozmaito±¢ skªada
si¦ z algebr, b¦d¡cych rozszerzeniami pewnych algebr rownowa»no±ciowych, które z kolei
s¡ algebraicznym odpowiednikiem równowa»no±ciowego fragmentu intuicjonistycznej logiki
zdaniowej. Podstawowym narz¦dziem do badania rozmaito±ci fregowskich jest teoria ko-
mutatora. Mo»na pokaza¢, »e ka»da sko«czona algebra z kongruencyjnie permutowal-
nej rozmaito±ci fregowskiej jest wielomianowo bogata, czyli ka»da operacja na niej za-
chowuj¡ca kongruencje i komutator musi ju» by¢ wielomianem. Ponadto da si¦ tak¡ al-
gebr¦ odbudowa¢ (z dokªadno±ci¡ do wielomianowej równowa»no±ci) z jej kraty kongru-
encji wyposa»onej w komutator. Prowadzi to nas do poj¦cia fregowskiego szkieletu oraz
pozwala w niektórych przypadkach skonstruowa¢ sko«czenie generowane wolne algebry
w rozmaito±ci i obliczy¢ lub oszacowa¢ jej wolne widmo.

[1] P. M. Idziak, KS, Polynomially rich algebras, Journal of Pure and Applied Algebra
156 (2001), 33�68.

[2] KS, Free equivalential algebras, Annals of Pure and Applied Logic 155 (2008), 86�96.

[3] P. M. Idziak, KS, A. Wro«ski, Fregean varieties, International Journal of Algebra and Com-
putations 19 (2009), 595�645.

[4] P. M. Idziak, KS, A. Wro«ski, Commutator in equivalential algebras and Fregean varieties,
Algebra Universalis 65 (2011), 331�340.
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EPIMORFIZMY MACIERZY NIESKO�CZONYCH
GÓRNOTRÓJK�TNYCH

Roksana Sªowik

Instytut Matematyki, Politechnika �l¡ska
roksana.slowik@polsl.pl

Niech F b¦dzie ciaªem o co najmniej trzech elementach. Rozpatrujemy macierze nad
F , których wiersze oraz kolumny s¡ indeksowane kolejnymi liczbami naturalnymi. Niech
T∞(F ) oznacza zbiór wszystkich takich macierzy, które s¡ górnotrójk¡tne, natomiast
T∞(F ) - podzbiór T∞(F ) skªadaj¡cych si¦ z macierzy, których wszystkie wspóªczyn-
niki znajduj¡ce si¦ na gªównej przek¡tnej s¡ ró»ne od 0. Nietrudno sprawdzi¢, »e T∞(F )
tworzy pier±cie«, a T∞(F ) grup¦. W trakcie referatu podamy opis epimor�zmów grupy
T∞(F ) oraz pier±cienia T∞(F ). Wska»emy gªówne argumenty, które zostaªy wykorzystane
w dowodach. Ponadto, korzystaj¡c z wspomnianych wyników, wska»emy grupy automor-
�zmów T∞(F ) oraz T∞(F ).

[1] G.P. Barker, Automorphism groups of algebras of triangular matrices, Linear Algebra Appl.
121 (1989), 207�215.

[2] D.�. Djokovi¢, On homomorphisms of the general linear group, Aequationes Math. 4 (1970),
99�102.

[3] S. Jøndrup, Automorphisms of upper triangular matrix rings, Arch. Math. (Basel) 49 (1987),
497�502.

[4] T.P. Kezlan, A note on algebra automorphisms of triangular matrices over commutative rings,
Linear Algebra Appl. 135 (1990) 181�184.

[5] V.M. Levchuk, Automorphisms of the group of invertible triangular matrices over a ring
(ros.), Permanents: theory and applications, 39�46, Krasnoyarsk, Politekhn. Inst. Krasno-
yarsk, 1990.

[6] R. Sªowik, The lower central series of the Vershik-Kerov group, Linear Algebra Appl. 436
(2012), 2299�2310.

[7] R. Sªowik, On one property of normal subgroups of UT∞(R), Linear Algebra Appl. 437
(2012), 2300�2307.

[8] R. Sªowik, Maps on in�nite triangular matrices preserving idempotents, Linear Multilinear
Algebra 62 (2014), 938�964.

[9] R. Sªowik, Epimorphisms of in�nite triangular and unitriangular matrices, Linear Algebra
Appl. 462 (2014), 186�203.

[10] R. Sªowik, Epimorphisms of the ring of in�nite triangular matrices, Linear Multilinear AL-
gebra 63 (2015), 1372�1378.

[11] X. Zhang, C. Cao, Y. Hu, Multiplicative group automorphisms of invertible upper triangular
matrices over �elds, Acta Math. Sci. Ser. B Engl. Ed. 20 (2000), 515�521.
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GRUPY I QUASIGRUPY KWANTOWE

Jonathan Smith

Iowa State University, Politechnika Warszawska
jdhsmith@iastate.edu

NiechC b¦dzie kategori¡ symetryczn¡ monoidaln¡, tzn. z okre±lonymi w niej przemien-
nym i ª¡cznym formalnym produktem obiektów ⊗ oraz z jedynk¡ 1. W przypadku kate-
gorii Set zbiorów, produkt ⊗ jest zwykªym produktem kartezja«skim, a 1 jest zbiorem
jednoelementowym. W przypadku kategorii K przestrzeni wektorowych nad ciaªem K,
produkt ⊗ jest iloczynem tensorowym, a 1 jest przestrzeni¡ jednowymiarow¡ K.

Przez algebr¦ Hopfa lub grup¦ kwantow¡ rozumiemy obiekt A lub

(A,∇ : A⊗ A→ A,∆: A→ A⊗ A, η : 1→ A, ε : A→ 1, S : A→ A)

takiej kategorii C, speªniaj¡cy aksjomaty podobne, jak w przypadku zwykªej grupy A
w kategorii Set, gdzie np. ∇ : (a1, a2) 7→ a1a2 jest mno»eniem, S : A → A; a 7→ a−1,
i komno»enie okre±lone jest przez ∆: a 7→ (a, a).

Przez quasigrup¦ kwantow¡ rozumiemy obiekt A lub

(A,∇ : A⊗ A→ A,∆: A→ A⊗ A)

taki, »e
∆: (A,∇)→ (A⊗ A,∇)

jest homomor�zmem, oraz lewostronne zªo»enie

A⊗ A ∆⊗1A // A⊗ A⊗ A 1A⊗∇ // A⊗ A (1)

i prawostronne zªo»enie

A⊗ A 1A⊗∆ // A⊗ A⊗ A ∇⊗1A // A⊗ A (2)

s¡ odwracalne.
Ka»da algebra Hopfa jest quasigrup¡ kwantow¡. Np. mor�zmem odwrotnym do (1)

jest

A⊗ A ∆⊗1A // A⊗ A⊗ A1A⊗S⊗1A// A⊗ A⊗ A 1A⊗∇ // A⊗ A .

Znane s¡ a warunki wystarczaj¡ce na to, aby quasigrupa kwantowa sko«czonego wymiaru
w kategorii K tworzyªa algebr¦ Hopfa. Natomiast struktura oktonionów, jak równie»
zbiór algebraiczny funkcji regularnych R[S7], daj¡ quasigrupy kwantowe w R, które nie
s¡ algebrami Hopfa. W kategorii zbiorów sko«czonych, quasigrupy kwantowe Q, z ko-
mno»eniem

∆: Q→ Q×Q; a 7→ (aL, aR) ,

odpowiadaj¡ quasigrupom (Q,∇) (czyli kwadratom ªaci«skim) z wyznaczonymi automor-
�zmami L i R struktury (Q,∇).
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[1] A. Biaªynicki-Birula, Wykªady z geometrii algebraicznej, Ksi¦gozbiór Matematyczny, 1, IM-
PAN, Warszawa, 2013.

[2] S. Mac Lane, Categories for the working mathematician, Graduate Texts in Mathematics, 5,
Springer, New York, 1971.

[3] D.E. Radford, Hopf algebras, Series on Knots and Everything, 49, World Scienti�c, Singapore,
2012.
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AUTOMORFIZMY PIER�CIENI WITTA

Marcin Ryszard St¦pie«

Katedra Matematyki, Politechnika �wi¦tokrzyska
mstepien@tu.kielce.pl

Jednym z podstawowych poj¦¢ syntetyzujacych w algebraicznej teorii form kwadra-
towych jest wprowadzony w pracy [1] pier±cie« nazywany obecnie pier±cieniem Witta.
Struktura i wªasno±ci pier±cieni Witta silnie zale»¡ od ciaªa wspóªczynników form kwadra-
towych. W zwi¡zku z tym od pocz¡tku wa»nym zagadnieniem byªo sklasy�kowanie wszys-
tkich pier±cieni Witta z dokªadno±ci¡ do tzw. mocnych izomor�zmów, tj. izomor�zmów
zachowuj¡cych wymiary form. Zadanie to nie zostaªo w peªni rozwi¡zane, jednak istnieje
wiele wyników, zwªaszcza dotycz¡cych sko«czenie generowanych pier±cieni Witta ([2]).

Naturaln¡ kontynuacj¡ i uzupeªnieniem tych bada« jest pytanie o automor�zmy pier±-
cieni Witta. Nie chodzi tu jednak o zwykªe automor�zmy pier±cieni, ale o mocne automor-
�zmy, które zachowuj¡ struktur¦ pier±cieni Witta. Ze wzgl¦du na ogromn¡ ró»norodno±¢
pier±cieni Witta zwi¡zan¡ z zale»no±ci¡ od ciaªa wspóªczynników, nie istnieje jeden uni-
wersalny opis mocnych automor�zmów dla dowolnego pier±cienia Witta. Dlatego grupy
mocnych automor�zmów opisuje si¦ dla ró»nych klas pier±cieni Witta o podobnych wªas-
no±ciach, korzystaj¡c ze znanych ich klasy�kacji.

�atwo pokaza¢, »e dowolny automor�zm ciaªa K indukuje mocny automor�zm pier±-
cienia Witta W (K) form kwadratowych nad tym ciaªem. Poka»emy, »e istniej¡ mocne
automor�zmy pier±cieni Witta nie pochodz¡ce od automor�zmów ciaªa wspóªczynników.
Przedstawimy opisy grup mocnych automor�zmów dla pier±cieni Witta nad ciaªami sko«-
czonymi, lokalnymi, globalnymi, pitagorejskimi, dla pier±cieni grupowych oraz ich produk-
tów prostych. Poka»emy, w jaki sposób uzyskane wyniki mo»na wykorzysta¢ do poszuki-
wania mocnych automor�zmów dla wszystkich sko«czenie generowanych pier±cieni Witta.

[1] E. Witt,Theorie der quadratischen Formen in beliebigen Körpern, J. Reine Angew. Math.
176 (1937), 31�44.

[2] K. Szymiczek. Bilinear Algebra: an Introduction to the Agebraic Theory of Quadratic Forms.
Algebra, Logic and Applications Series Vol. 7, Gordon and Breach Science Publishers, Ams-
terdam 1997.
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UOGÓLNIENIA TWIERDZENIA BURNSIDE'A O BAZIE

Agnieszka Stocka

Instytut Matematyki, Uniwersytet w Biaªymstoku
stocka@math.uwb.edu.pl

Zakªadamy, »e wszystkie omawiane grupy b¦d¡ sko«czone. Je±li G b¦dzie grup¡, to
przez Φ(G) b¦dziemy oznacza¢ zbiór elementów niegeneruj¡cych grupy G. Z Twierdzenia
Burnside'a o bazie wiemy, »e je±li G jest p-grup¡, to grup¦ G/Φ(G) mo»emy traktowa¢
jak przestrze« liniow¡ nad ciaªem p-elementowym. B¦dziemy rozwa»a¢ grupy, w których
zbiory generatorów maj¡ podobe wªasno±ci, jak te wynikaj¡ce z Twierdzenia Burnside'a
dla p-grup. W naszych rozwa»aniach u»yjemy aparatu poj¦ciowego zaczerpni¦tego z teorii
matroidów.

[1] J. Krempa, A. Stocka, On �nite groups with pp-basis property, Bull. Aust. Math. Soc. 91
(2015), 241�249.

[2] D. J. S. Robinson, A Course in the Theory of Groups, (2nd edition), Springer-Verlag, New
York, 1996.

[3] R. Scapellato, L. Verardi, Groupes �nis qui jouissent d'une propriété analogue au théorème
des bases de Burnside., Boll. Unione Mat. Ital. A (7) 5 (1991), 187�194.

[4] H. Whitney, On the abstract properties of linear dependence, Trans. Amer. Math. Soc. 34
(1932), 339�362.
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LOKALNIE SKO�CZONE GRUPY AUTOMORFIZMÓW
BEZATOMOWEJ PRZELICZALNEJ ALGEBRY BOOLE'A

Vitaliy Sushchansky

Instytut Matematyki, Politechnika �l¡ska
vitaliy.sushchanskyy@polsl.pl

Grupa automor�zmów AutB bezatomowej przeliczalnej algebry Boole'a B nale»y do
tzw. "du»ych" grup. Jest ona izomor�czna z grup¡ homeomor�zmów przestrzeni Cantora
[2] i nie zawiera nietrywialnych dzielników normalnych [1]. Jednak struktura podgrupowa
tej grupy dotychczas byªa maªo badana.

W referacie zostan¡ omówione naturalne metody konstruowania g¦stych podgrup lokalnie
sko«czonych podgrupy grupy AutB. Z przedstawionych konstrukcji wynika, »e dowolna
przeliczalna grupa lokalnie sko«czona jest zanurzalna w AutB .

[1] R.D. Anderson, The algebraic simplicity of certain groups of homeomorphisms, Amer.
J. Math. 80 (1958), str. 955�963.

[2] R. Sikorski, Boolean Algebra, II edition, Springer-Verlag NY 1964, str. 34.
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STA�E HARBOURNE'A DLA KONFIGURACJI KRZYWYCH
NISKIEGO STOPNIA

Justyna Szpond

Instytut Matematyki, Uniwersytet Pedagogiczny w Krakowie
szpond@up.krakow.pl

W ostatnich latach du»ym zainteresowaniem ciesz¡ si¦ negatywne krzywe na powierz-
chniach algebraicznych. Jednym z bardziej interesuj¡cych pyta« dotycz¡cych tej dziedziny
jest Hipoteza o ograniczonej negatywno±ci. Hipoteza ta przewiduje, »e na ka»dej zespolonej
powierzchni istnieje ograniczenie dolne na samoprzeci¦cie zredukowanych krzywych. Nie
wiadomo równie», czy ta wªasno±¢ jest niezmiennikiem klasy biwymiernych powierzchni.
Staªe Harbourne'a, badaj¡ce dolne ograniczenie samoprzeci¦cia zredukowanych krzywych
w klasie biwymiernych powierzchni, pojawiªy si¦ po raz pierwszy w pracy [1].

De�nicja 1 Niech X b¦dzie gªadk¡ powierzchni¡ rzutow¡, P = {P1, . . . , Ps} zbiorem

ró»nych punktów na X. Staª¡ Harbourne'a powierzchni X w P nazywamy

H(X,P) := inf
C̃2

s
,

gdzie C̃ jest wªa±ciw¡ tranformat¡ krzywej C wzgl¦dem rozdmuchania f : Y → X powierz-

chni X w punktach P a minimum liczone jest po wszystkich zredukowanych krzywych

C ⊂ X.

Wprzypadku, gdy krzywa zredukowana L na wszystkie skªadowe b¦d¡ce prostymi, mówimy
o liniowej staªej Harbourne'a HL(K,L), gdzie K oznacza ciaªo. W pracy [1] przedstawiony
zostaª nast¦puj¡cy wynik

Twierdzenie 1 Niech C = L1∪. . .∪Ld b¦dzie krzyw¡ zredukowan¡ w zespolonej przestrzeni

rzutowej P2, której ka»d¡ skªadow¡ Li jest prosta. Niech P1, . . . , Ps b¦d¡ punktami, w których

przecinaj¡ si¦ co najmniej dwie spo±ród prostych L1, . . . , Ld. Niechmi b¦dzie liczb¡ prostych

przechodz¡cych przez punkt Pi. Wówczas

HL(C, C) =
d2 −

∑s
i=1m

2
i

s
> −4.

Wiadomo natomiast, »e w przypadku ciaª charakterystyki dodatniej staªa ta nie jest
ograniczona od doªu. Mo»na zatem pyta¢, o warto±¢ tzn. absolutnej liniowej staªej Har-
bourne'a stopnia d.

De�nicja 2 Liniow¡ staªa Harbourne'a stopnia d kon�guracji K-prostych nazywamy

HL(K, d) := minHL(K,L),

gdzie minimum jest liczone po wszystkich kon�guracjach d-prostych w P2. Absolutn¡ linio-

w¡ staª¡ Harbourne'a nazywamy

HL(d) := min
K
HL(K, d),

gdzie minimum liczone jest po wszystkich ciaªach.
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W pracy [2] przedstawiªam warto±ci zespolonych i absolutnych liniowych staªych Har-
bourne'a dla kon�guracji d prostych, gdzie d ≤ 10.

[1] Th. Bauer,S. Di Rocco, B. Harbourne, J. Huizenga,A. Lundman, P. Pokora, T. Szemberg,
Bounded Negativity and Arrangements of Lines. przyj¦ta do druku w International Mathe-
matics Research Notices, doi:10.1093/imrn/RNU236.

[2] J. Szpond, On linear Harbourne constants, arXiv:1406.6662.
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KWADRYKI I WI�ZKI WEKTOROWE NA NICH

Michaª Szurek

szurek.michal@gmail.com

W pó¹nych latach siedemdziesi¡tych i potem w osiemdziesi¡tych dwudziestego wieku
byªy w geometrii algebraicznej bardzo modne wi¡zki wektorowe i ich przestrzeniemoduli, a
to w zwi¡zku z odkryciem metod, jakimi mo»na takie wi¡zki bada¢. Nastapiª swoisty wy±-
cig naukowy: przez kilkana±cie lat stosunkowo ªatwe tematy le»aªy na wyci¡gni¦cie r¦ki.
Bywaªo, »e do redakcji czasopism przychodziªo w odst¦pie kilkumiesi¦cznym kilka prac na
ten sam temat (poczta elektroniczna i internet dopiero raczkowaªy!) Wzi¡ªem udziaª w
tym wy±cigu, zajmuj¡c (�w dru»ynie" - wspólne prace z Jarosªawem Wi±niewskim, Ignacio
Solsem, Thomasem Peternellem i Giorgio Ottavianim) caªkiem dobre miejsce. Wi¦kszo±¢
tych prac dotyczyªa klasy�kacji wi¡zek na zespolonych przestrzeniach rzutowych P2 i P3,
ale tu opowiem o kwadrykach (=powierzchniach stopnia 2) i wi¡zkach na nich.

Po pierwsze, sama geometria kwadryki jest wystarczaj¡co intryguj¡ca, a cho¢ dogª¦b-
nie zbadana, wci¡» s¡ miejsca do nowych odkry¢, szczególnie dla Q4 = Grass(1, 3) , Po
drugie okazaªo si¦, »e stare odkrycia zyskuj¡ ciekaw¡ interpretacje w ±wietle wspóªczes-
nych bada«. Na przykªad klasyczny Poncelet porism wynika z kon�guracji prostych
wyj¡tkowych dla stabilnej wi¡zki rangi 2 o klasach Cherna 0, 1. Jest tu pewna anologia z
teori¡ liczb, gdzie mawia si¦ niekiedy, »e w XIX wieku znano ró»ne liczby - obecnie liczby
te s¡ dla nas rz¦dami pewnych grup.

Charakter klasy�kacji omawianych wi¡zek wektorowych mo»na zrozumie¢ na takim
przykªadzie. Najprostszym nietrywialnym przypadkiem s¡ (na kwadryce Q3 ) wi¡zki
stabilne - cokolwiek to znaczy - o klasach Cherna c1 = 0, c2 = 2 . Linie wyj¡tkowe
(jumping lines, tj. proste, na których wi¡zka rozkªada si¦ na czynniki liniowe inaczej
ni» na prostej ogólnej) takiej wi¡zki tworz¡ pewn¡ kwadryk¦ w P3 , - musimy przedtem
ustali¢ uto»samienie zbioru linii prostych na Q3 z przestrzeni¡ rzutow¡ P3 . Uto»samie-
nie jest wyznaczone przez macierz antysymetryczn¡. Mamy zatem na P3 dwie formy:
symetryczn¡ i antysymetryczn¡. Klasy�kacja wi¡zek - to klasy�kacja wzajemnego poªo»e-
nia tych dwóch form wzgl¦dem siebie.

Charakterystyczn¡ cech¡ bada« wi¡zek na kwadrykach byª wªa±nie ªadny interplay

mi¦dzy klasycznymi metodami sprzed ponad stu lat, a nowoczesn¡ technik¡ (monady,
ci¡gi spektralne itp.). Koloryzuj¡c, mo»na powiedzie¢, »e czuªo si¦ oddech przeszªo±ci.

W ko«cowej cz¦±ci referatu omówi¦ bardzo skrótowo, w jakich kierunkach poszedª
rozwój tych zagadnie« przez minione 30 lat.
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TO�SAMO�CI GRUPOWE POSTACI AB ≡ BA

Witold Tomaszewski

Instytut Matematyki, Politechnika �l¡ska
Witold.Tomaszewski@polsl.pl

W pracy [1] N.D. Gupta badaª to»samo±ci postaci [x, y] = [x,n y] i udowodniª, »e dla
n = 2, 3 ka»da grupa speªniaj¡ca tak¡ to»samo±¢ jest abelowa. Zadaª te» pytanie, czy dla
n ≥ 4 ka»da grupa speªniaj¡ca to»samo±¢ [x, y] = [x,n y] jest abelowa? Problem okazaª
si¦ trudny i nadal jest otwarty. W trakcie bada« nad tymi to»samo±ciami okazaªo si¦,
»e to»samo±ci [x, y] = [x,n y] mo»na zapisa¢ w równowa»nej postaci ab ≡ ba gdzie a, b s¡
sªowami dwu-generowanej grupy wolnej. Pojawiªo si¦ pytanie dla jakich sªów a, b wszystkie
grupy speªniaj¡ce to»samo±¢ ab ≡ ba s¡ abelowe? W referacie zostan¡ przedstawione
wyniki bada« nad to»samo±ciami postaci ab ≡ ba. Na pocz¡tku referatu omówione zostan¡
ró»ne inspiracje do podj¦cia tych bada« (jedn¡ z nich jest praca [1], ale s¡ te» inne).
Potem przedstawione zostan¡ warunki, jakie musz¡ speªnia¢ sªowa a, b na to aby to»samo±¢
ab ≡ ba byªa równowa»na to»samo±ci abelowej. W dalszej cz¦±ci omówione b¦d¡ wyniki
dla sªów a, b nale»¡cych szczególnych klas sªów grupy wolnej. Pokazane zostan¡ te» liczne
przykªady oraz powi¡zania tych bada« z ró»nymi otwartymi problemami teorii grup. Pod
koniec referatu przedstawione b¦d¦ dalsze perspektywy bada« oraz problemy otwarte.
Cz¦±¢ omawianych wyników pojawiªo si¦ w przyj¦tej do druku pracy [2].

[1] N.D. Gupta, Groups with Engel-like conditions, Arch. Math. (Basel) 17 1966, 193-�199.

[2] W. Tomaszewski, On laws of the form ab ≡ ba equivalent to the abelian law, przyj¦te do
druku w Rend. Sem. Mat. Univ. Padova.
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O WYJ�TKOWYM AUTOMORFIZMIE ALGEBRY SO(8).

Andrzej Weber

Instytut Matematyki, Uniwersytet Warszawski
aweber@mimuw.edu.pl

Proste algebry Lie zostaªy sklasy�kowane pod koniec XIX wieku przez Wilhelma
Killinga i Élie Cartana. Zadane s¡ one przez obiekt kombinatoryczny � przez diagram
Dynkina. Algebrze so(8) odpowiada diagram w ksztªcie litery Y. Nie jest rzecz¡ oczywist¡,
»e automor�zm diagramu (obrót o 120o) zadaje automor�zm algebry so(8). Jednak taki
automor�zm istnieje i zostaª opisany przez Élie Cartana w roku 1925. Po angielsku nazy-
wany jest �triality� poprzez analogi¦ z �duality� (dualno±¢). Zbiór punktów staªych tego
automor�zmu jest wyj¡tkow¡ algebr¡ Lie g2. Opisz¦ kilka ciekawych wªasno±ci �tójno±ci�
oraz powiem o zwi¡zku z teori¡ osobliwo±ci funkcji gªadkich, gdzie osobliwo±¢ D4 jest
tak»e opisana przez diagram dynkina w ksztaªcie litery Y.

[1] E. Cartan, Le principe de dualité et la théorie des groupes simples et semi�simples, Bulletin
sc. Math. (2) 49 (1925), 361�374.

[2] M. Mikosz, A. Weber Triality, characteristic classes, D4 and G2 singularities, Journal of
Homotopy and Related Structures, (2014), w druku
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O PODGRUPIE KWADRATOWEJ MIESZANEJ SI-GRUPY

Mateusz Woronowicz

Instytut Matematyki, Uniwersytet w Biaªymstoku
mworonowicz@math.uwb.edu.pl

Podgrup¡ kwadratow¡ grupy abelowej A nazywamy najmniejsz¡ wzgl¦dem inkluzji
podgrup¦ B grupy A tak¡, »e ka»dy pier±cie« R o grupie addydtywnej A speªnia warunek
R2 ⊆ B. Pierwsze badania zwi¡zane z tym poj¦ciem prowadzili A. E. Stratton oraz
M. C. Webb. Kontynuowali je ira«scy matematycy A. M. Aghdam oraz A. Naja�zadeh,
co na przestrzeni lat zaowocowaªo kilkoma interesuj¡cymi publikacjami.

Przedstawi¦ najnowsze wyniki dotycz¡ce zagadnieia podgrupy kwadratowej grupy abe-
lowej, które uzyskaªem wspólnie dr. hab. Ryszardem R. Andruszkiewiczem, prof. UwB.
Szczególn¡ uwag¦ zwróc¦ na struktur¦ podgrupy kwadratowej mieszanej SI-grupy, tzn.
takiej grupy abelowej A, która nie jest ani torsyjna ani beztorsyjna oraz w dowolnym
(niekoniecznie ª¡cznym) pier±cieniu o grupie addytywnejA ka»dy podpier±cie« jest ideaªem.
Co zaskakuj¡ce, przy rozwi¡zaniu tego problemu istotn¡ rol¦ odgrywa wiedza z zakresu
pier±cieni �lialnych.

W trakcie referatu pojawi¡ si¦ liczne dygresje na temat grup addytywnych pier±cieni
ª¡cznych, zaniedbywanych przez zdecydowan¡ wi¦kszo±¢ badaczy zajmuj¡cych si¦ grupami
addytywnymi pier±cieni.

[1] A. M. Aghdam, Square subgroup of an Abelian group, Acta. Sci. Math. 51 (1987), 343�348.

[2] A. M. Aghdam, A. Naja�zadeh, Square subgroups of rank two Abelian groups, Colloq. Math.
117(1) (2009), 19�28.

[3] A. M. Aghdam, A. Naja�zadeh, Square submodule of a module, Mediterr. J. Math. 7(2)
(2010), 195�207.

[4] R. R. Andruszkiewicz, M. Woronowicz, On associative ring multiplication on abelian mixed
groups, Comm. Algebra 42 (9) (2014), 3760�3767.

[5] R. R. Andruszkiewicz, M. Woronowicz, On SI-groups, Bull. Aust. Math. Soc. 91 (2015),
92�103;

[6] R. R. Andruszkiewicz, M. Woronowicz, Some new results for the square subgroup of an abelian
group, Comm. Algebra (to appear).

[7] S. Feigelstock, Additive groups of rings whose subrings are ideals, Bull. Austral. Math. Soc.
55 (1997), 477�481.

[8] S. Feigelstock, Additive groups of rings. Vol. 1, Pitman Advanced Publishing Program,
Boston, 1983.

[9] L. Fuchs, In�nite abelian groups volume 1, Academic Press, New York, London, 1970.

[10] L. Fuchs, In�nite abelian groups volume 2, Academic Press, New York, London, 1973.

[11] A. E. Stratton, M. C. Webb, Abelian groups, nil modulo a subgroup, need not have nil
quotient group, Publ. Math. Debrecen. 27(1980), 127�130.
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�REDNIOWALNE GRUPY AUTOMATÓW ZMIENNYCH W CZASIE
G�STE W GRUPACH PROSKO�CZONYCH

Adam Woryna

Wydziaª Matematyki Stosowanej, Politechnika �l¡ska
adam.woryna@polsl.pl

Badamy ostatnio otrzymany wynik (Twierdzenie 4.8, [1]) dotycz¡cy ±redniowalno±ci
(amenability) grup ograniczonych automor�zmów drzewa poziomowo jednorodnego z ko-
rzeniem, aby pokaza¢, »e dowolna niemal �nitarna grupa (nearly �nitary group - [3]) jest
±redniowalna. Rezultat ten stosujemy do dwóch konstrukcji grupowych, które pochodz¡
z prac [2, 3]. Konstrukcje te w sposób naturalny mo»na zde�niowa¢ w j¦zyku automatów
zmiennych w czasie nad tzw. zmiennym alfabetem X = (Xi)i≥1, gdzie Xi s¡ sko«czonymi,
niepustymi zbiorami. W pracach [2, 3] pokazujemy, »e zbiór stanów ka»dego z tych au-
tomatów stanowi sko«czony, topologiczny zbiór generatorów dla granicy odwrotnej

o∞i=1Gi := lim←−−−
i→∞

(. . . (Gi oXi−1
. . . oX3 G3) oX2 G2) oX1 G1 (1)

iterowanych, permutacyjnych splotów pewnych przechodnich grup permutacji Gi zbiorów
Xi. W szczególno±ci otrzymujemy nast¦puj¡ce

Twierdzenie 1 Niech X = (Xi)i≥1 b¦dzie dowolnym zmiennym alfabetem i niech (Hi)i≥1

b¦dzie dowolnym ci¡giem prostych, nieabelowych i przechodnich grup permutacji zbiorów

Xi. Wówczas granica odwrotna o∞i=1Hi jest topologicznym domkni¦ciem 2-generowanej,

±redniowalnej, niemal �nitarnej grupy G. Grupa G jest generowana przez automat A
o trzech stanach, przy czym jeden ze stanów jest neutralny, a pozostaªe dwa generuj¡

póªgrup¦ woln¡. Automat A jest samopodobny i typu branch nad ci¡giem odpowiednich

komutantów. W szczególno±ci G ma wzrost wykªadniczy i jest grup¡ typu weakly branch.

Twierdzenie 2 Niech X = (Xi)i≥1 b¦dzie dowolnym zmiennym alfabetem i niech (Ai)i≥1

b¦dzie dowolnym ci¡giem nietrywialnych, abelowych i przechodnich grup permutacji zbiorów

Xi dla których ranga topologiczna ρ niesko«czonego iloczynu kartezja«skiego
∏∞

i=1Ai jest
sko«czona. Wówczas granica odwrotna o∞i=1Ai jest topologicznym domkni¦ciem ±redniowal-

nej, 2ρ-generowanej grupy G typu weakly branch, której komutant G′ jest grup¡ niemal

�nitarn¡. Grupa G jest generowana przez samopodobny automat B o 2ρ stanach a1, . . . , aρ,
b1, . . . , bρ takich, »e ka»da z grup gp(a1, . . . , aρ) i gp(b1, . . . , bρ) jest woln¡ grup¡ abe-

low¡ rangi ρ. Ponadto póªgrupa sgp(a1, . . . , aρ, b1, . . . , bρ) jest iloczynem wolnym póªgrup

sgp(a1, . . . , aρ) i sgp(b1, . . . , bρ). W szczególno±ci grupa G ma wzrost wykªadniczy.

[1] K. Juschenko, V. Nekrashevych, M. de la Salle, Extensions of amenable groups by recurrent
grupoids, (preprint, arXiv:1305.2637v2), 2013.

[2] A. Woryna. The topological decomposition of inverse limits of iterated wreath products of �nite
Abelian groups, Forum Math. 25 (2013), 1263�1290

[3] A. Woryna. On some universal construction of minimal topological generating sets for inverse
limits of iterated wreath products of non-Abelian �nite simple groups, J Algebr Comb DOI
10.1007/s10801-015-0584-3.
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LICZBA ROZWI�ZA� W ILOCZYNIE KARTEZJA�SKIM
PRZEDZIA�ÓW RÓWNANIA LINIOWEGO O WSPÓ�CZYNNIKACH

ZE SKO�CZONEJ GRUPY ABELOWEJ

Maciej Zakarczemny

Instytut Matematyki, Politechnika Krakowska
mzakarczemny@pk.edu.pl

Celem referatu jest przedstawienie dwóch twierdze« udowodnionych odpowiednio w pra-
cach [1] oraz [2].
Twierdzenie 1. Dla ka»dej sko«czonej grupy abelowej Γ oraz dla dowolnych a1, . . . , ak ∈

Γ, liczba rozwi¡za« równania
k∑
i=1

aixi = 0 w nieujemnych caªkowitych xi ≤ bi, gdzie bi s¡

caªkowite dodatnie, jest co najmniej

21−D(Γ)

k∏
i=1

(bi + 1),

gdzie D(Γ) to staªa Dawenporta grupy Γ. Wspóªczynnik 21−D(Γ) jest najlepszym mo»liwym

wspóªczynnikiem niezale»nym od ai, bi, a zale»nym tylko od Γ.
Twierdzenie 2. Dla ka»dej sko«czonej grupy abelowej Γ oraz dla dowolnych g, a1, . . . , ak ∈

Γ, je±li istnieje rozwi¡zanie równania
k∑
i=1

aixi = g w nieujemnych caªkowitych xi ≤ bi, gdzie

bi s¡ caªkowite dodatnie, wtedy liczba takich rozwi¡za« jest co najmniej

31−D(Γ)

k∏
i=1

(bi + 1).

Wspóªczynnik 31−D(Γ) jest najlepszym mo»liwym wspóªczynnikiem niezale»nym od ai, bi,
a zale»nym tylko od Γ.

[1] M. Zakarczemny, Number of solutions in a box of a linear homogeneous equation in an Abelian
group, Acta Arith. 155 (2012), pp. 227�231.

[2] M. Zakarczemny, Number of solutions in a box of a linear equation in an Abelian group, (to
appear).



Oblicza Algebry Kraków, 29 � 31 maja 2015 r.

O QUANDLACH MEDIALNYCH

Anna Zamojska-Dzienio
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Quandle s¡ algebrami, które pojawiaj¡ si¦ w topologii jako niezmienniki w¦zªów [2].
Dokªadniej, quandlem (Q, ·) nazywamy idempotentn¡, lewo-rozdzieln¡ lew¡ quasigrup¦,
czyli algebr¦ speªniaj¡c¡ dla dowolnych elementów x, y, z ∈ Q nast¦puj¡ce warunki:

• xx = x,

• x(yz) = (xy)(xz),

• równanie xu = y ma jednoznaczne rozwi¡zane u ∈ Q.

Dla dowolnej grupy A, grupoid okre±lony na tym samym zbiorze z operacj¡ sprz¦»enia
jest przykªadem quandla. Ogólnie, struktura pewnych quandli jest bardzo ±ci±le zwi¡zana
z moduªami nad przemiennymi pier±cieniami.

W naszych badaniach zaj¦li±my si¦ quandlami medialnymi, czyli speªniaj¡cymi do-
datkowo równo±¢ (xy)(zt) ≈ (xz)(yt). Podstawowych przykªadów dostarczaj¡ quandle
a�niczne (A, ·) skonstruowane z grupy abelowej A z operacj¡ · zde�niowan¡ nast¦puj¡co
a · b = (1− f)(a) + f(b), gdzie f jest automor�zmem grupy A. Okazuje si¦, »e takie quan-
dle peªni¡ postawow¡ rol¦ w teorii quandli medialnych. Gªównym wynikiem w pracy [1]
byªo pokazanie, »e ka»dy quandel medialny jest sum¡ quandli a�nicznych skonstruowan¡
w pewien okre±lony sposób. Rozkªad na sum¦ otrzymujemy w wyniku dziaªania szczególnej
podgrupy grupy automor�zmów quandla medialnego. Co wa»ne, tak¡ konstrukcj¦ mo»na
przeprowadzi¢ w jednoznaczny sposób.

Otrzymane twierdzenie o reprezentacji pozwoliªo nam rozwi¡za¢ bardzo istotny pro-
blem w teorii klasy�kacji quandli sko«czonych i roztrzygn¡¢, kiedy dwa quandle me-
dialne s¡ izomor�czne. Dzi¦ki temu mogli±my opracowa¢ skuteczne algorytmy sªu»¡ce do
policzenia (nieizomor�cznych) quandli medialnych niskich rz¦dów i poprawi¢ znane wcze±-
niej wyniki. W naszym referacie przedstawimy te rezultaty.

Praca powstaªa w ramach projektu "Algebra ogólna i zastosowania" w Polsko-Czeskim
Programie Wykonawczym na lata 2013-14 (7AMB13PL013 i 8829/R13/R14).

[1] P. Jedli£ka, A. Pilitowska, D. Stanovský, A. Zamojska-Dzienio, The structure
of medial quandles, praca przyj¦ta do druku w Journal of Algebra, dost¦pna
http://arxiv.org/abs/1409.8396.

[2] D. Joyce, Classifying invariant of knots, the knot quandle, J. Pure Applied Algebra, 23
(1982), 37�65.
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O WYZWANIACH, KTÓRE TOPOLOGIA ALGEBRAICZNA
NIETRIANGULOWALNYCH PRZESTRZENI STANOWI DLA

ALGEBRY

Andreas Zastrow

Instytut Matematyki, Uniwersytet Gda«ski
zastrow@mat.ug.edu.pl

Jedn¡ z cech topologii algebraicznej jest to, »e po odkryciu grupy podstawowej, pier-
wsze niezmienniki mierz¡ce przeszkody wy»szych wymiarów byªy grupami homologii sym-
plicjalnej. Prawdopodobnie to miaªo wpªyw na to, jakiego zachowania grup homologii
w ogóle oczekiwano; i kiedy 1962 udowodniono przez [1], »e dwuwymiarowy metryczny
kompleks mo»e mie¢ niezerowe trzywymiarowe grupy homologii singularne, ten wynik
byª traktowany jako �nieprawidªowy". Odpowiednio wi¦kszo±¢ wyników topologii alge-
braicznej jest udowodniona tylko dla przestrzeni speªniaj¡cych pewne lokalne warunki,
których przykªad [1] i wi¦kszo±¢ przestrzeni, które dzisiaj nazywamy �fraktalami" nie
speªniaj¡. Nazywamy przestrzenie speªniaj¡ce takie warunki �oswojne" a inne �dzikie".
Rozwój topologii algebraicznej unikaj ac dzikich przestrzeni stoi w sprzeczno±ci¡ do roz-
woju topologii mnogo±ciowej. Od konstrukcji pierwszych fraktali przez Sierpi«skiego,
wi¦kszo±¢ wyników jest sformuªowana tak, »e takie przestrzeni nie s¡ wykluczone z rozpa-
trywania. Od pocz¡tku lat 90-tych istniej¡ pierwsze grupy badawcze, które systematyczne
badaj¡ te» topologi¦ algebraiczn¡ dzikich przestrzeni, a gªównym celem jest, »eby pewnego
dnia metody topologii algebraicznej byªy równie» traktowane jako naturalne ¹ródªa bada-
nia dzikich przestrzeni. Poniewa» dzikie przestrzenie s¡ lokalnie skomplikowane, o ile ju»
udaªo si¦ wyliczy¢ par¦ z ich algebraicznych niezmienników, to cz¦sto otrzymujemy grupy,
które s¡ trudne do zrozumienia. Konkretnym celem tego referatu b¦dzie przedstawienie
paru wyników tej dziedziny topologii (nie tylko wªasne, ale mi¦dzy innymi [2�5]), mniej
pod tymi aspektami, jak one byªy osi¡gni¦te, ale raczej pod tym aspektem, jakie wyzwa-
nia w tym kontek±cie wyst¦puj¡ce algebraiczne niezmienniki mog¡ równie» stanowi¢ dla
czystych algebraików.

[1] M. G. Barratt, J. Milnor, An example of anomalous singular homology, Proc. Amer. Math.
Soc., 13 (1962), 293�297.

[2] H. Fischer, A. Zastrow, Combinatorial R-trees as generalized Cayley-Graphs for fundamental
groups of one-dimensional spaces, Geom. Dedicata, 163 (2013), 19�43.

[3] O. Bogopolski, A. Zastrow, The word problem for some uncountable groups given by countable
words, Topology Appl., 159, no. 3, 569�586.

[4] H. Fischer, A. Zastrow,Word calculus in the fundamental group of the Menger Cube, preprint,
zªo»ony.

[5] O. Bogopolski, A. Zastrow, An uncountable homology group, where each element is an in�nite
product of commutators, preprint, zªo»ony.
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PIER�CIENIE I CIA�A STA�YCH RÓ�NICZKOWA�
FAKTORYZOWALNYCH CYKLICZNYCH

Janusz Zieli«ski
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Podajemy opis pier±cieni i ciaª staªych pewnych rodzin ró»niczkowa« faktoryzowalnych
cyklicznych. Tym samym wyznaczamy tak»e wszystkie wielomianowe oraz b¦d¡ce funkcja-
mi wymiernymi caªki pierwsze odpowiadaj¡cych im ukªadów równa« ró»niczkowych. Przy-
kªadami ró»niczkowa« faktoryzowalnych cyklicznych s¡ ró»niczkowania Volterry oraz Lot-
ki�Volterry, które odgrywaj¡ znacz¡c¡ rol¦ w biologii populacyjnej, �zyce laserowej oraz
�zyce plazmy. Ró»niczkowania faktoryzowalne s¡ wa»n¡ cz¦±ci¡ teorii ró»niczkowa«, ponie-
wa» mo»emy stowarzyszy¢ ró»niczkowanie tego typu z dowolnym ró»niczkowaniem pier±-
cienia wielomianów. Konstrukcja ta pomaga wyznaczy¢ staªe tego dowolnego ró»niczkowa-
nia. Ponadto podajemy posta¢ kofaktorów istotnych wielomianów Darboux ró»niczkowa«
Lotki-Volterry. Wszystkie rozwa»ania przeprowadzane s¡ nad dowolnym ciaªem charak-
terystyki zero.

[1] A. Nowicki, J. Zieli«ski, Rational constants of monomial derivations, Journal of Algebra. 302
(2006), 387-418.

[2] P. Ossowski, J. Zieli«ski, Polynomial algebra of constants of the four variable Lotka-Volterra
system, Colloquium Mathematicum. 120 (2010), 299-309.

[3] J. Zieli«ski, The �ve-variable Volterra system, Central European Journal of Mathematics. 9
(2011), 888-896.

[4] J. Zieli«ski, P. Ossowski, Rings of constants of generic 4D Lotka-Volterra systems, Czechoslo-
vak Mathematical Journal. 63 (2013), 529-538.

[5] J. Zieli«ski, Rings of constants of four-variable Lotka-Volterra systems, Central European
Journal of Mathematics. 11 (2013) 1923-1931.

[6] J. Zieli«ski, Rational constants of generic LV derivations and of monomial derivations, Bul-
letin of the Polish Academy of Sciences. Mathematics. 61 (2013) 201-208.

[7] J. Zieli«ski, The �eld of rational constants of the Volterra derivation, Proceedings of the
Estonian Academy of Sciences. 63 (2014) 133-135.

[8] J. Zieli«ski, Fields of rational constants of LV derivations, preprint.

[9] P. Heged¶s, J. Zieli«ski, The constants of the Lotka-Volterra derivations, preprint.
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Dla danej grupy (G, ◦), przez sªaby automor�zm rozumiemy odwzorowanie ϕ : G→ G
takie, »e ϕ(x ◦ y) = ϕ(x)�ϕ(y), dla pewnego dziaªania � grupowego zde�niowanego
sªowem w grupie G. Oczywistym przykªadem takiego sªabego automor�zmy jest ka»dy
anty-automor�zm, a w szczególno±ci odwzorowanie G 3 x → x−1 ∈ G. W grupa wol-
nych nie ma innych sªabych automor�zmów. W [1] autorzy opisali sªabe automor�zmy
dla grup nilpotentnych stopnia 2. Dla grup o sko«czonym wykªadniku, a w szczególno±ci
w grupach sko«czonych, przykªadami sªabych automor�zmów s¡ odwzorowania postaci
G 3 x → (α(x))m ∈ G, dla liczb m wzgl¦dnie pierwszych z eksponentem grupy oraz
dowolnego automor�zmu α ([2]). Dla wielu grup nie ma innych sªabych automor�zmów,
w szczególno±ci dla grup o rz¦dzie pq dla ró»nych liczb pierwszych p oraz q, dla sko«czonych
grup diedralnych ([4]), dla grup symetrycznych ([3]) oraz ogólniej, dla sko«czonych grup
Coxetera oraz pewnych ich uogólnie«.

[1] A. Hulanicki, S. �wierczkowski, On group operations other then xy or yx, Publ.Math. De-
brecen. 9 (1962), 142�148.

[2] A. Solecki, On group operations in groups of exponent k, Colloq. Math. 30 (1974), 2525�228.

[3] M. �abka, Weak automorphisms of permutation groups Sn, Publ.Math. Debrecen. 43 (1994),
1�8

[4] E. Pªonka, Weak automorphisms of dihedral groups Algebra Univers. 64 (2010), 153�160


